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Menú:

Entrada
Una gráfica infinita agridulce

Plato Fuerte
Algunos sabores extranjeros
Algo más hogareño

El Postre
¿Qué pasó con el plano?



Entrada Plato Fuerte El Postre

Un puño de definiciones...
...que ya todo mundo se debe de saber

• Una buena coloración de una gráfica G = (V ,A) es una
función f : V → I tal que si {u, v} ∈ A entonces f (u) 6= f (v).

• El número cromático χ(G) de G es el menor cardinal κ tal que
existe f : V → I buena coloración de G y |I | = κ.
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Una Gráfica Infinita

Consideremos U2 = (V ,A) como sigue:

V = R2 {x , y} ∈ A⇔ dist(x , y) = 1
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Una Gráfica Infinita

En 1950 Edward Nelson preguntó:

¿Cuánto valdrá χ(U2)?
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χ(U2)
¿Qué más se sabe?

No mucho /

• En el caso general se sabe que χ(U2) ∈ {4, 5, 6}.
• Se conocen algunos resultados bajo condiciones adicionales

para las clases cromáticas.

• K.J. Falconer, 1981: Si las clases cromáticas son
Lebesgue-medibles χ(U2) ≥ 5.

• Erdös y de-Burgin, 1951: χ(U2) se alcanza en alguna gráfica
finita.
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Lebesgue-medibles χ(U2) ≥ 5.

• Erdös y de-Burgin, 1951: χ(U2) se alcanza en alguna gráfica
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(AC).

¿Qué pasa si no tengo elección?

... la cosa puede cambiar radicalmente...
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Unos sabores extranjeros...
...directos de Conjuntolandia

• Axioma de Elección (AC): Toda familia Ψ de conjuntos no
vaćıos tiene función de elección, es decir una función f tal que
f (S) ∈ S para cada S ∈ Ψ.

• Axioma de Elección Numerable (ACℵ0
): Toda familia

numerable Φ de conjuntos no vaćıos tiene función de elección,
es decir una función f tal que f (S) ∈ S para cada S ∈ Φ.

• AC⇒ ACℵ0
pero no al revés.
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numerable Φ de conjuntos no vaćıos tiene función de elección,
es decir una función f tal que f (S) ∈ S para cada S ∈ Φ.

• AC⇒ ACℵ0
pero no al revés.



Entrada Plato Fuerte El Postre

Unos sabores extranjeros...
...directos de Conjuntolandia

• Axioma de Elección (AC): Toda familia Ψ de conjuntos no
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• Axioma de Lebesgue (LM): Todo subconjunto de reales es
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• ZFC + LM es inconsistente, pero ACℵ0
alcanza para la Teoŕıa

clásica de Lebesgue.
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Teorema (Solovay, 1970)

ZF + LM + ACℵ0
es consistente.
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Construyamos G1 = (V1,A1) como sigue:

V1 = R

{s, t} ∈ A1

siempre que

s − t −
√

2 ∈ Q

ó

t − s −
√

2 ∈ Q
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χ(G1)
En ZFC es 2. Demostración

• Sea S = {q + n
√

2 : q ∈ Q n ∈ Z}.

• Definimos ∼ sobre R por x ∼ y ⇔ x − y ∈ S .

• Sea Y un conjunto de representantes de ∼, y y(t) ∈ Y con
t ∼ y(t).

• c(t) = l , l ∈ {0, 1} ⇔ Existe n ∈ Z con

t − y(t)− (2n + l)
√

2 ∈ Q

es una buena coloración.
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• Supongamos que no. Sea A independiente en G1 tal que
µ(A) > 0.
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• Si f : V1 → N es una coloración y A1,A2, . . .An . . . son las
clases cromáticas, entonces existe n ∈ N tal que An contiene
dos vértices adyacentes en G1.
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V2 = R2

{s, t} ∈ A2 si y sólo si

s − t − ε ∈ Q2

o bien
t − s − ε ∈ Q2

para ε = (0,
√

2), (
√

2, 0).
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clases cromáticas, entonces existe n ∈ N tal que An contiene
dos vértices adyacentes en G2.
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Menú:

Entrada
Una gráfica infinita agridulce

Plato Fuerte
Algunos sabores extranjeros
Algo más hogareño

El Postre
¿Qué pasó con el plano?
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¿Y el plano?

Teorema (Soifer-Shelah, 2003)

Asumamos que toda subgráfica finita de U2 tiene número
cromático menor igual a 4, entonces:

• En ZFC el número cromático de U2 es 4.

• En ZF + LM + ACℵo el número cromático de U2 es 5 o 6.
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¡Gracias!
(por dejarme sobrevivir hasta esta diapositiva)
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