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Simetrias

¥ Un automorfismo de un n-politopo P es una eiyeccidn
P — P Que preserva el orden

% Denctamos I'(P) al arupo de automorfismos de P.
¥ I'(P) actia lisremente randersas.

¥ Si esta accidn es tameién transitiva, entonces decimos
Que P es reaular.
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recular P cuyas facetas son isomorfas a P?
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¥ Si P es de tipo {pl, 2o'G ,pn_l},

o7 =1
(pipi)> =1 st [Pl 2,
(pi—10i)P =1

% I'(P) satisbace la propiedad de la interseccidn

piciehn{pj:jedy={p:kelnl).
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Simetrias de PR

Teorema (Schulte, 1982)

Dados p1,...,pn-1 € {2,...,0} un arupo I' = (po, .

cumple
pr =1
¥ L Apip)2 =10 i ] 22
(pi—1p1)" =1

% \ la propiedad de la interseccidn
Existe un n-politopo reaular P(T) tal Que

% P(T) es de tiro {p1,...,pn-1}

¥ I(PI))=T

., Pn-1) QuUe

% Las facetas de P(I') son isomorfas al politopo

P ({po, - - -+ pn-2))-
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arupo I' = (po, ..., On)
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Proerlema de extension,
versidon arupersa

Dado un n-politopo reaular K con I'(K) = (po, ..., Pn—1) ¥ un
arupo I' = (po, ..., On)

* p, es una involucidn,
¥ pj— p;,Para i < n—1define un encaje,
% T cumple la propiedad de la interseccidn,

El n-politopo reaular P(I') es una extension reaular de K de
tipo {K, q} donde g = |(fn—10n)|.
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¥ (Schulte, 83): Extensidn universal. Tipo {K, o},
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Extensiones reaulares

¥ (Schulte, 83): Extensidn universal. Tipo {K, o},

¥ (Schulte, 82-85): Extensidn reaular finits,
representacidn por permutaciones de facetas. Tipo {K, 6},
I'(P) 2 L(K)jesei s

% (Danzer, 84): Cugos aeneralizados 2. Tipo {K, 4},
reiy=cyxrk)
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Extensiones reaulares

¥ (Pellicer, 20I0): Extensiones de PR. dusimente Bipartitos.
Tipo {K, 25}, Vs > 3. Construidos usando Schereier coset
araphs (Grupos de permutaciones)
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Extensiones reaulares

¥ (Pellicer, 2010): Extensiones de PR. dualmente Bipartitos.
Tipo {K, 25}, Vs > 3. Construidos usando Schereier coset
araphs (Grupos de permutaciones)

¥ (Pellicer, 2009): Extensiones de politopos reaulares con
tipo preestaglecido (2581, tipo {IC, 25}, Vs > 2
(21 = (e aE s >4F(IC)

¥ (Hartley, 2005): El n-hemicuro NO se puede extender
coN uN NUMEero impar.
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Otras clases de simetrias?

¥ Los PR son |0s més simétricos.

% Grado de simetria «+— nimero de Sreitas en Banseras.
* Qué pasa en 2-orgitas?

* Mapas quirales:

“An MNM
[P N%W‘N“
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Otras clases de simetrias?

* Los PR. son 10s méds simé-tricos.

¥ Grado de simetria «— Nimero de Sraitas en Banseras.
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¥ QuUé pasa en 2-oreitas?
¥ Mapas auirales:
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Otras clases de simetrias?

J Mapas @uirales (No reflexivos) admiten todas las
rotaciones pero NO adwiten reflexiones.
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Otras clases de simetrias?

J Mapas @uirales (No reflexivos) admiten todas las
rotaciones pero NO adwiten reflexiones.

¥ 4-Politopos aeométricamente quirales fueron estudiados
por Coxeter (Twisted Honeycompes, 1970)

¥ La Nnocid N ceométrica de rotaciones se puede descrigir
en términos comrinatorios.

A. Montero
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Politopos Quirales

(Schulte Weiss - 9N: Un politopo akstracto es auiral si tiene

2 Oreitas en Banderas y Banderas adyacentes pertenecen a
diferentes Sreitas.
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Politopos Quirales

(Schulte Weiss - 9N: Un politopo akstracto es auiral si tiene
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Politopos Quirales

(Schulte Weiss - 9N: Un politopo akstracto es auiral si tiene
2 Oreitas en Banderas y Banderas adyacentes pertenecen a
diferentes Sreitas.

Teorema (Schulte Weiss - 9D
Dado un arupo T = ..

¥ .relaciones..

% .. propiedad de la interseccidn.

Entonces T es el arupo de automorfismos de un politopo
QUIral..
.. O el agrupo de rotaciones de un politopo recular.
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Politopos Quirales

El chismecito
* Mapas auirales (3-politopos @uirales): muchos ejemplos.
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Politopos Quirales

El chismecito

* Mapas auirales (3-politopos @uirales): muchos ejemplos.

- Una infinidad de mapas Quirales en el toro.

- No hay mapas Quirales en superficies de aénero 2, 3, 4,5 or
6.

- Existen una infinidad de superficies Que admiten mapas
Quirales.

¥ RanGo 4:

- Primeros ejemplos por Coxeter en los TO.

- (Colrourn-Weiss, Nostrand-Schuite, Schute-\Weiss,
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Politopos auirales
El chismecito

* Mapas auirales (3-politopos @uirales): muchos ejemplos.

- Una infinidad de mapas auirales en el toro.

- No hay mapas Quirales en superficies de aénero 2, 3, 4,5 or
6.

- Existen una infinidad de superficies Que admiten mapas
Quirales.

¥ RanGo 4:

- Primeros ejemplos por Coxeter en los TO.

- (Colrourn-Weiss, Nostrand-Schuite, Schute-\Weiss,
Monson-Schutte .. 90's): E jemplos construldos a partir de
cocientes de teselaciones hiperedlicas.

- No existen 4-politopos Quirales Que sean cocientes de
teselaciones euclidianas.

- (McMullen-Schulte, 96): No existen n-politopos Quirales
Que surjan como cocientes de teselaciones euclidianas
(n> 4.
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Politopos Quirales

Maés chisme

J Rango 5:
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Politopos Quirales

Maés chisme

¥ Ranco 5:
- (Schulte Weiss - 99): Primer ejemplo de un 5-politopo
Quiral (muy infinito)
- (ConderHusardPisanski - 2008): Primer ejemplo £inito
de un 5-politopo auiral.

J (Pellicer - 20l0): Los politopos auirales existen en
cudlauier ranGo.

¥ (Cunningham, 20M: Los n-politopos auirales Nno pueden
ser peQuenos si n suficientemente Ggrande.
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El prorlema de extensidn

Dado K un politopo
extensidn P de K7?

, 685 POsiBle construir una

Proposicid n
Sea P un n-politopo auiral:
¥ Todas las facetas de P son isomorfas.

¥ Todas las facetas de P son O Bien reaulares y orientasles
O Bien @uirales, sin emRarao todas las (n — 2)-caras son
reaulares.
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Extensiones Quirales de
POlitopoOs Quirales

¥ (Schutrte \Weiss - 95): Todo politopo auiral K con facetas
reculares admite una extensidn quiral
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- Tipo {KC, 0}
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Extensiones Quirales de
POlitopoOs Quirales

¥ (Schutrte \Weiss - 95): Todo politopo auiral K con facetas
reaulares admite una extensidn @uiral
- Tipo {KC, 0}
- Producto liere amalaamado.

¥ (CunninahamPellicer - 2013): Todo politopo @quiral finito
K con facetas regulares admite una extensidn quiral
finito.
- Tipo {K, q} para alaln nimero par q
- Grupos de permutacidn (coset araphs).
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Extensiones Quirales de
POlitopoOs Quirales

Teorema (M., 2021)

¥ Si K es un politopo auiral (c£r) finito, dusimente
Bipartito, entonces existen una infinitad de Nimeros s tal
aue K tiene una extensidn auiral finita de tipo {K,2s}.
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Extensiones Quirales de
POlitopoOs Quirales

Teorema (M., 2021)

¥ Si K es un politopo auiral (c£r) finito, dusimente
Bipartito, entonces existen una infinitad de Nimeros s tal
aue K tiene una extensidn auiral finita de tipo {K,2s}.

¥ Si K es un politopo auiral c£r. £inito que tiene un
cociente regular NO Muy decenerado, entonces existen
una infinidad de NGmeros s tal aue K tiene una extensidn
£inita de tipo {IC, 2s}.
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Dado un politopo reaular y orientarle I, jexiste una
extensidn auiral de K ?
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POlitopoOs Quirales

Dado un politopo reaular y orientarle I, jexiste una
extensidn auiral de K ?

¥ (Cunningham, 20IM: Si K es (1, n— 1)-flat, entonces K no
admite una extensidn Quiral.

% (Conder, Hurard, Pellicer, O'R.eilly - 2018 *): El n-simplejo
admite una infinidad de extensiones Quirales con Garupo de
automorfismos simétrico o aternante

% (M, Pellicer, Toledo, 2022 ™): Si n es par, casi toda
teselacid N clica del n—toro admite una extensidn Quiral.
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Extensiones Quirales

Proerlemas ariertos

¥ ;Para todo politopo auiral (£ K ytods g > 2, existe
una extensidn auiral K de tiro {K, q}?
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Extensiones Quirales

Proerlemas ariertos

¥ Para todo politopo auiral (c£r) K ytods g > 2, existe
una extensidn auiral K de tipo {K, q}7?

% ;Todo (alatn) politopo orientaile admite una extensidn
Quiral universal?

¥ ;Todo politopo reaular orientasle no-decenerado admwite
una extensidn @uiral (con un tipo dado)?
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Politopos de 2 Areitas

* Para cada susconjunto propio propio de / C {0,..., n—1}
existe una clase de politopos de 2 oreitas: la clase 2.
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Politopos de 2 dreritas

* Para cada susconjunto propio propio de / C {0,..., n—1}
existe una clase de politopos de 2 oreitas: la clase 2.

¥ Quiirales = 2.
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Politopos de 2 dreritas

* Para cada susconjunto propio propio de / C {0,...,n—1}
existe una clase de politopos de 2 oreitas: la clase 2.

¥ Quiirales = 2.

¥ (Hurard Schute): Un teorema Que caracteriza I0s Grupos
de automorfismos de |0s politopos en clase 2,.
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* Para cada susconjunto propio propio de / C {0,...,n—1}
existe una clase de politopos de 2 oreitas: la clase 2.

¥ Quiirales = 2.

¥ (Hurard Schute): Un teorema Que caracteriza I0s Grupos
de automorfismos de |0s politopos en clase 2,.

¥ (PellicerPotoenik, Toledo - 20I9): Existen maniplexes de
dos Areitas en clase 2, para toda n > 4 ytoda /.
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Politopos de 2 dreritas

* Para cada susconjunto propio propio de / C {0,...,n—1}
existe una clase de politopos de 2 oreitas: la clase 2.

¥ Quiirales = 2.

¥ (Hurard Schute): Un teorema Que caracteriza I0s Grupos
de automorfismos de |0s politopos en clase 2,.

¥ (PellicerPotoenik, Toledo - 20I9): Existen maniplexes de
dos Areitas en clase 2, para toda n > 4 ytoda /.

¥ (Mochdn, 2022 ): Alaunos de esos maniplexes son
politopos.
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Extensiones de 2 orritas

¥ Los n-politopos de clase 2; son transitivos en facetas siy
solo si 1 # {0,..., =
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Extensiones de 2 orritas
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J Las facetas de |os politopos de clase 2, son reaulares o de
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Extensiones de 2 orritas

¥ Los n-politopos de clase 2; son transitivos en facetas siy
solo si 1 # {0,...,n—2}.

J Las facetas de |os politopos de clase 2, son reaulares o de
clase 2,\{,,,1}.

¥ El proglema de extensidn tiene sentido y (otra vez)
tiene dos posigilidades.
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Alternantes de 2 orritas

facetas.
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¥ Sus facetas son reaulares y tienen dos tipos de ellas,
dicgamos Py O.
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Alternantes de 2 orritas

facetas.

¥ Sus facetas son reaulares y tienen dos tipos de ellas,
dicgamos Py O.

% Hay 2k facetas alrededor de cada (n— 3)-cara, k isomortas
a Py kisomorsas a 9,y se acomodan atternadamente.
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Alternantes de 2 orritas

facetas.

¥ Sus facetas son reaulares y tienen dos tipos de ellas,
dicgamos Py O.

% Hay 2k Pacetas alrededor de cada (n — 3)-cara, k isomorfas
a Py kisomorsas a 9,y se acomodan atternadamente.

* Podemos aeneralizar la nocidn de tipo: {75 k}

Figura: {4,2}
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Alternantes de 2 orritas

Dados P y Q politopos reaulares y compatieles (y k) existe un
politopo aHternante de 2 Argitas de tipo {g k} ?
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Alternantes de 2 orritas

Dados P y Q politopos reaulares y compatieles (y k) existe un
politopo aHternante de 2 Argitas de tipo {Z k} ?

¥ (Schulte, Monson - 2012 Caracterizacidn de 10s arupos
de automorfismos de tales politopos.
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Alternantes de 2 orritas

Dados P y Q politopos reaulares y compatieles (y k) existe un
politopo aHternante de 2 Argitas de tipo {Z k} 7

¥ (Schulte, Monson - 2012 Caracterizacidn de 10s arupos
de automorfismos de tales politopos.

¥ (Schurte, Monson - 2019, 2020 Dos construcciones
universales:

- Up,g: Universal atternante de tipo {5, oo}
- Uf ot Universal aiternante de tipo {f, k}
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Alternantes de 2 orritas

¥ Existen ejemplos de (P, Q, k) tal Que L{7’;’Q NO existe y més
aln, tales Que NO existe aiternante de dos Sreitas de
tiro {7, k}.
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Alternantes de 2 orritas

% Existen ejemplos de (P, Q, k) tal que L{7’;’Q NO existe y més
aln, tales Que NO existe aiternante de dos Sreitas de
tiro {7, k}.

¥ Conjectura: Dados P y Q, existen una infinidad de k tales
Que Uf; , existe.
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Alternantes de 2 orritas

% Existen ejemplos de (P, Q, k) tal Que Up 5 NO existe y mas

aln, tales Que NO existe aiternante de dos Sreitas de
tiro {7, k}.

¥ Conjectura: Dados P y Q, existen una infinidad de k tales
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Alternantes de 2 orritas

% Existen ejemplos de (P, Q, k) tal Que Up 5 NO existe y mas
aln, tales Que NO existe aiternante de dos Sreitas de
tiro {7, k}.

¥ Conjectura: Dados P y Q, existen una infinidad de k tales
Que Uf; , existe.

% Conjectura: Existen una infinidad de k para las cuales
existen Py Q tal Que ug o NO existe.

¥ Proelema Caracterizar las ternas (P, Q, k) para las cuales
existe un politopo alternante (£inito) de tipo {g k}.
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k Qreitas

Se sare muy poco acerea de politopos de k oreitas para k > 3.

¥ (Cunningham, Pellicer - 2018): Una lista con més de 30
proelemas para politopos de k-Oraitas.
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k Qreitas

Se sare muy poco acerea de politopos de k oreitas para k > 3.

¥ (Cunningham, Pellicer - 2018): Una lista con més de 30
proelemas para politopos de k-Oraitas.

¥ (Cunningham, Del Rio Francos, Husard, Toledo - 20I5):
Generadores y relaciones para los politopos de k dreitas.

* (Husard, Mochén, 2022 ™): Propiedad de Ia interseccidn
para k-oreitas.

¥ Algunas téonicas aldsicas de extensiones funcionan
tampién en k-Sraitas (como 2K y construcciones
relacionadas).
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k Sreritas

Se sake muy POCO acercea de politopos de k oreitas para k > 3.
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Se sake muy POCO acercea de politopos de k oreitas para k > 3.

¥ Proelema: Dado un politopo reaular I, existe a una
extensidn de k orgitas de K.

* Proelema: Dado un politopo K de k Sreitas, existe una
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k Qreitas

Se sake muy POCO acercea de politopos de k oreitas para k > 3.

¥ Proelema: Dado un politopo reaular I, existe a una
extensidn de k orgitas de K.

* Proelema: Dado un politopo K de k Sreitas, existe una
extensidn universal de K de k Sreitas.

¥ Proelema: ;COmo son las ternas (K, k, m) tal Que K es un
politopo de k Srritas qQue admite una extensidn de m
Sreitas.

% Traeajo en curso (Hueard, Mochdn, M): operaciones en
maniplexes y politopos.
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k Qreitas

Se sake muy POCO acercea de politopos de k oreitas para k > 3.

¥ Proelema: Dado un politopo reaular I, existe a una
extensidn de k orgitas de K.

* Proelema: Dado un politopo K de k Sreitas, existe una
extensidn universal de K de k Sreitas.

¥ Proelema: ;COmo son las ternas (K, k, m) tal Que K es un
politopo de k Srritas qQue admite una extensidn de m
Sreitas.

% Traeajo en curso (Hueard, Mochdn, M): operaciones en
maniplexes y politopos.

¥ Traeajo en curso (Cunningham, Mochdn, M)): extensiones
de maniplexes y politopos.
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iGracias!
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