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Oros cuadriculados
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Toros cuadriculados

Tero (PCCM) Toros cuadriculados, simetrias Morelia EsVerib 4/ 30



Cuadriculas

s QQué son?

LUna cuadricula U del espacio euclidiano n-dimensional E" es una
famiilia de curos n-dimensionales, todos iguales, Que cuere al
espacio de manera cara-a—cara.
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Cuadriculas

s QQué son?

LUna cuadricula U del espacio euclidiano n-dimensional E" es una
familia de curos n-dimensionales, todos iGusles, Que curre al
espacio de manera cara-a—cara.
¥ Existe una unica manera de currir a E” con curos
conGruentes.
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Cuadriculas

Una eandera de una cuadricula es una sucesidn (Fy, F,...F,) de
elementos mutuamente incidentes, con dim(F;) = i.
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Cuadriculas

Una eandera de una cuadricula es una sucesidn (Fy, F,...F,) de
elementos mutuamente incidentes, con dim(F;) = |.
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Cuadriculas

Una zandera de una cuadricula es una sucesidn (Fo, F,...
elementos mutuamente incidentes, con dim(F;) = i.
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Cuadriculas

Simetrias

Lina simetria de una cuadricula U es una isometria del espacio
Que preserva a U Ggloralmente.
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Cuadriculas

Simetrias

Lina simetria de una cuadricula U es una isometria del espacio
Que preserva a U Ggloralmente.
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Cuadriculas

Simetrias

%* El arupo de simetrias de una cuadricula U, denotado por
I'(U) es el conjunto de todas las simetrias de U con la
composicidn (como operacidn).
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Cuadriculas

Simetrias

% El arupo de simetrias de una cuadricula U, denotado por
I'(U) es el conjunto de todas las simetrias de U con la
composicidn (como operacidn).

¥ La imaaen de una Bandera determina a 10 maés una
simetria.
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Cuadriculas

Simetrias

% El arupo de simetrias de una cuadricula U, denotado por
I'(U) es el conjunto de todas las simetrias de U con la
composicid N (como operacid ).

¥ La imaaen de una Bandera determina a 10 maés una
simetria.
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Cuadriculas Reculares

% Una cuadricula U es recular si T'(U) actia transitivamente
en las Banderas de U.
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¥ La cuadricula en E" es recular:
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Cuadriculas Reculares

¥ El mismo truco funciona en dimensiones méas altas,
aun@ue NO tengamos dirujito.
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aun@ue NO tengamos dirujito.

¥ En realidad lo Gnico Que necesitamos es que en I'(U)
tenaamos:

- Traslaciones (para concentrarnos dnicamente en un
vértice)

- Simetrias @ue permutan las coordenadas.
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i todo eso lo tenemos con la cuadricula de E".
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Cuadriculas Reculares

¥ El mismo truco funciona en dimensiones méas altas,
aun@ue NO tengamos dirujito.

¥ En realidad lo Gnico Que necesitamos es que en I'(U)
tenaamos:

- Traslaciones (para concentrarnos dnicamente en un
vértice)

- Simetrias @ue permutan las coordenadas.

- Simetrias Que campian de siano en una coordenada.

i todo eso lo tenemos con la cuadricula de E".
.. de hecho, estas simetrias aeneran a I'(U).
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El toro

Oerservacidn

El toro 2-dimensional es el espacio Que resulta al identificar
los puntos de [E2 mediante 2 traslaciones linealmente
independientes.

Tero (PCCM) Toros cuadriculados, simetrias Morelia EsVerlb 4/ 30



El toro

Orservacidn

El toro 2-dimensional es el espacio Que resulta al identificar
los puntos de [E2 mediante 2 traslaciones linealmente
independientes.

Definicidn

El toro n-dimensional es el espacio Que resutta al identificar

los puntos de E” mediante n traslaciones linealmente
independientes.

Tero (PCCM) Toros cuadriculados, simetrias Morelia EsVerlb 4/ 30



Toros cuadriculados

;DA nde vamos?

¥ Ya harlamos de cuadriculas en E”.
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¥ Ya harlamos de cuadriculas en E".

J Ma saremos como ORtener el n—toro peaando puntos de
E".
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Toros cuadriculados

;DA nde vamos?

¥ Ya harlamos de cuadriculas en E".

J Ma saremos como ORtener el n—toro peaando puntos de
E".

iJuntar ameas cosas es facilisimo!
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Toros cuadriculados

;Qué pasa con las simetrias?
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Toros cuadriculados

;Qué pasa con las simetrias?

;Serd que todos los toros cuadriculados son
reaulares?
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Toros cuadriculados

% Un toro cuadriculado como éste se llama auiral.
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Toros cuadriculados

% Un toro cuadriculado como éste se llama auiral.

J Existen toros cuadriculados Que NO son regulares.
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Toros cuadriculados

% Un toro cuadriculado como éste se llama auiral.

J Existen toros cuadriculados Que NO son regulares.

* Precunta: j;Podemos clasificar los toros cuadriculados
n-dimensionales de acuerdo a su tipo de simetria?
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Toros cuadriculados

sQUé salid mal?
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Toros cuadriculados

sQUé salid mal?

e
i

A
e

La simetria que @ueriamos NO respeta el pecado.
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Toros cuadriculados

¥ Entonces.. determinar cudles simetrias de U respetan el
pecado determina el tipo de sinetria del toro cuadriculado.
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traslaciones, permutaciones de coordenadas, camBios de
siGNo.
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% Nos dereriamos concentrar en los aeneradores de I'(U):
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siGNo.

¥ Las traslaciones funcionan Bien: si x y y se pea@an, x + u y
Yy + u se peagan.
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Toros cuadriculados

¥ Entonces.. determinar cudles simetrias de U respetan el
pecado determina el tipo de sinetria del toro cuadriculado.

% Nos dereriamos concentrar en los aeneradores de I'(U):
traslaciones, permutaciones de coordenadas, camBios de
siGNo.

¥ Las traslaciones funcionan Bien: si x y y se pea@an, x + u y
Yy + u se peagan.

* Analizar todas las deméds es muchisimo, es un Ndmero
parecido a 2"n!.
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Toros cuadriculados

¥ n=2
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- Coxeter estudid las reaulares y las auirales en los 80.
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Toros cuadriculados

¥ n=2
- Coxeter estudid las reaulares y las auirales en los 80.
- Duarte extendid la alasificacidn pars 2 Srritas (2007.
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Toros cuadriculados

¥ n=2

- Coxeter estudid las reaulares y las auirales en los 80.

- Duarte extendid la dasificacidn para 2 Sreitas (200M.

- Brehem y Kuhnel completaron la clasificacidn por privera
vez (2008).
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Toros cuadriculados

¥ n=2
- Coxeter estudid las reaulares y las auirales en los 80.
- Duarte extendid la dasificacidn para 2 Sreitas (2007.
- Brehem y Kuhnel completaron la clasificacidn por privera
vez (2008).
- Hurard, Oreanic, Pellicer y Weiss ogtienen de nuevo esta
clasificacid n (2012,
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Toros cuadriculados

¥ n=3
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Toros cuadriculados

¥ n=3
- Clasificados por Hugard, Oreanic, Pellicer ¥y Weiss (20120
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Toros cuadriculados

¥ n=3
- Clasificados por Hugard, Oreanic, Pellicer ¥y Weiss (20120
¥ n>=4

- P. McMullen y E. Schulte clasificaron los reculares (1996).
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Toros cuadriculados

¥ n=3
- Clasificados por Hugard, Oreanic, Pellicer ¥y Weiss (20120
¥ n>=4

- P. McMullen y E. Schulte clasificaron los reculares (1996).
- M. Hartley, P. McMullen y E. Schutte: no existen Quirales si
n > 3 (1999).
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Toros cuadriculados

Corolario (HOP W)

No existen toros cuadriculados tridimensionales con 2
Sreitas.
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Toros cuadriculados

Corolario (HOP W)

No existen toros cuadriculados tridimensionales con 2
Sreitas.

¥ Si n> 4 ;Podemos cdlasificar los toros cuadriculados
n-dimensionales con 2 dreitas?
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Toros cuadriculados

Corolario (HOP W)

No existen toros cuadriculados tridimensionales con 2
Sreitas.

¥ Si n> 4 ;Podemos cdlasificar los toros cuadriculados
n-dimensionales con 2 dreitas?

* iSiquiera existen?
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Toros cuadriculados..

.de pocas Srritas

Detinicidn
Decimos aue un toro cuadriculado n-dimensional tiene pocas
Areitas si tiene a 1o mds n Areitas.
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Toros cuadriculados..

.de pocas Areitas

Detinicidn
Decimos aue un toro cuadriculado n-dimensional tiene pocas
Sreitas si tiene a 10 mds n Sreitas.

% Los toros cuadriculados reculares y de 2-Argitas son
siempre de pocas Sreitas.
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Toros cuadriculados..

.de pocas Srritas

Teorema (Collins, M)

Los toros cuadriculados 4-dimensionales de pocas Arritas se
clasifican como sigue:

Tero (PCCM) Toros cuadriculados, simetrias Morelia EsVerlb 21/ 30



Toros cuadriculados..

.de pocas Areitas

Teorema (Collins, M)

Los toros cuadriculados 4-dimensionales de pocas Arritas se
clasifican como sigue:

J Tres familias de reculares.
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Toros cuadriculados..

.de pocas Areitas

Teorema (Collins, M)

Los toros cuadriculados 4-dimensionales de pocas Areitas se
clasifican como sigue:

J Tres familias de reculares.
¥ Una familia de 2 Sreitas.
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Toros cuadriculados..

.de pocas Areitas

Teorema (Collins, M)

Los toros cuadriculados 4-dimensionales de pocas Areitas se
clasifican como sigue:

J Tres familias de reculares.
¥ Una familia de 2 Sreitas.
¥ Una familia de 3 Sreitas.
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Toros cuadriculados..

.de pocas Areitas

Teorema (Collins, M)

Los toros cuadriculados 4-dimensionales de pocas Areitas se
clasifican como sigue:

¥ Tres familias de regulares.
% Una familia de 2 Srritas.
¥ Una familia de 3 Sreitas.
¥ Tres familias de 4 Sreitas.
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Toros cuadriculados..

.de pocas Srritas

Teorema (Collins, M)

Si n>5 los toros cuadriculados de pocas Srritas se clasifican
eOMO sigue:
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Toros cuadriculados..

.de pocas Areitas

Teorema (Collins, M)

Si n>5 los toros cuadriculados de pocas Srritas se clasifican
eOMO sigue:

J Tres familias de reculares.
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Toros cuadriculados..

.de pocas Areitas

Teorema (Collins, M)

Si n>5 los toros cuadriculados de pocas Srritas se clasifican
eOMO sigue:

¥ TTres familias de reaulares.
* Si n es par, existe una familia de 2 Sreitas.
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Toros cuadriculados..

.de pocas Areitas

Teorema (Collins, M)

Si n>5 los toros cuadriculados de pocas Srritas se clasifican
eOMO sigue:

¥ TTres familias de reaulares.
* Si n es par, existe una familia de 2 Sreitas.
% Si n es impar, NO existen toros cuadriculados de 2 Sreitas.
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Toros cuadriculados..

.de pocas Areitas

Teorema (Collins, M)

Si n>5 los toros cuadriculados de pocas Srritas se clasifican
eOMO sigue:

¥ Tres familias de reculares.

* Si n es par, existe una familia de 2 Sreitas.

% Si n es impar, NO existen toros cuadriculados de 2 Sreitas.
¥ Si 2 < k < n, N0 existen toros cuadriculados de k Sreitas.
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Toros cuadriculados..

.de pocas Areitas

Teorema (Collins, M)

Si n>5 los toros cuadriculados de pocas Srritas se clasifican
eOMO sigue:

¥ Tres familias de reculares.

* Si n es par, existe una familia de 2 Sreitas.

% Si n es impar, NO existen toros cuadriculados de 2 Sreitas.
¥ Si 2 < k < n, N0 existen toros cuadriculados de k Sreitas.

¥ Para toda n existen tres £amilias de toros cuadriculados
con n Sreitas.
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El secreto
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El secreto

Geometria Grupos
Cuadricula U en E" F'(U)=2Z"x(Z5 % S,)
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El secreto

Geometria Grupos
Cuadricula U en E" F'(U)=2Z"x(Z5 % S,)
TiPo de simetria de toros [K]: K<Z5 %S,
cuadriculados
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El secreto

Geometria Grupos
Cuadricula U en E" F'(U)=2Z"x(Z5 % S,)
TiPo de simetria de toros [K]: K<Z5 %S,
cuadriculados
Ndmvero de OJreitas en [ 2355, 5 K]
Banderas
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iGracias!

Estas diapositivas estarsn disponigles pronto en http://matmor.unam.mx/~amontero.

* Ninain animal o estudiante de posarado fue lastivado para la elaeoracidn de esta plética.

3 Créditos a Enrique Rodriauez y Héctor Alonso, a auienes les rogé las fotos.
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