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e En los 70’s B. Griilnbaum da una lista de 47 (si {jj47!!!) poliedros
regulares

e A principios de los 80’s A. Dress describe otro poliedro y prueba
que la lista de 48 poliedros regulares es completa.

e En 1982 Danzer y Schulte definen politopo abstracto.

e En 1997 P. McMullen y E. Schulte prueban, partiendo del
concepto de politopo abstracto, que la lista de Griinbaum y Dress
es completa.
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Poliedros Abstractos

Definicién
Un poliedro abstracto P es un conjunto parcialmente ordenado con una
funcién de rango en {—1,0,1,2,3}.
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Definicién

Un poliedro abstracto P es un conjunto parcialmente ordenado con una
funcién de rango en {—1,0, 1,2, 3}. Llamarémos vértices, aristas y
caras a los elementos de rango 0, 1 y 2 respectivamente. Una bandera

es una terna (v, a,c) con v vértice, a arista y ¢ cara donde v < a < c.
Ademas P satisface un montén de propiedades.
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Poliedros Abstractos

Algunos ejemplos:

Rango
3 {a,b,c, d}
2 {a,b,cHa,b,d{b,c,d¥a,c,d}
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Poliedros Abstractos

Automorfismos

Definiciéon
@ Si P es un poliedro, ¢ : P — P es un automorfismo de P si ¢ es

una biyeccién y tanto ¢ como ¢! preservan orden, es decir,
F < Gsiysélosi ¢(F) < o(G).
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Poliedros Abstractos

Automorfismos

Definiciéon
@ Si P es un poliedro, ¢ : P — P es un automorfismo de P si ¢ es
una biyeccién y tanto ¢ como ¢! preservan orden, es decir,
F < Gsiysélosi ¢(F) < o(G).
e Denotamos por I'(P) al grupo de automorfismos de P.
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Poliedros Abstractos

Poliedros Regulares

Definicion
Diremos que un poliedro P es regular si I'(P) actia transitivamente en
F(P), el conjunto de banderas de P.
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Poliedros Abstractos

Poliedros Regulares

Teorema

Un poliedro P es reqular si y solo si para alguna bandera ® y para todo
i €{0,1,2} existe un automorfismo p; de P tal que

pi(®) = d°.

Ademds, cada automorfismo p; es una involucion, es decir, p? = Id.
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Poliedros Duales
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Poliedros Regulares

Poliedros Abstractos
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Operaciones con Poliedros

De manera similar a la dualidad se pueden definir otras operaciones en
poliedros regulares. La idea general es, dado un poliedro regular Q,
construir un poliedro regular P a partir de Q de tal forma que

I'(P) = T(Q).
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Operaciones con Poliedros

De manera similar a la dualidad se pueden definir otras operaciones en
poliedros regulares. La idea general es, dado un poliedro regular Q,
construir un poliedro regular P a partir de Q de tal forma que

I'(P) = T(Q).

McMullen y Schulte prueban que un poliedro regular esta totalmente
determinado, salvo isomorfismo, por su grupo de automorfismos y sus
generadores distinguidos.
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Operaciones con Poliedros

Dualidad
d: (00,01,02) — (02,01,00) =: (po, 1, p2)-
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Operaciones con Poliedros

Schulte y McMullen usaron operaciones de este estilo para clasificar a
los poliedros finitos en tres familias:
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Operaciones con Poliedros

Schulte y McMullen usaron operaciones de este estilo para clasificar a
los poliedros finitos en tres familias:

Familia del Tetraedro
{3,3} <~ {4,3}3

Familia del Octaedro

(6,4}s <——> (3,4} <> {4,3} (6,3}

Familia del Icosaedro

{10,5} <> {3,5} <> {5,3}

{6,5} <~ > {5, 2} <—>{5,5} <" > (6,5}

™ 5 ™
{3} <—> {53 =——> {383} =——> {5}

{10,3}

Poliedros Regulares en T

Coloquio 2013, Morelia 28 / 56



Realizaciones de Poliedros Regulares

Definicion
Una realizacién de un poliedro abstracto P es una funcién 3 : Py — E3

donde Py es el conjunto de vértices de P de tal forma que cada
automorfismo de I'(P) induce una isometria en Af f(5(Po))-
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Realizaciones de Poliedros Regulares

e Dada una realizacién, es posible recuperar la estructura del
poliedro definiendo recursivamente funciones f; : P; — Z(V;).
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Realizaciones de Poliedros Regulares

e Dada una realizacién, es posible recuperar la estructura del
poliedro definiendo recursivamente funciones f; : P; — 2 (V;).

e Diremos que una realizacién [ es fiel si §; es inyectiva para toda
ie{-1,0,1,2,3}.

e Diremos que 3 es discreta si V' = 3(Pp) es un conjunto discreto.
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El 3-Toro

SiT = (ts,ts,,ts,) es un grupo de traslaciones con U, U, U3
linealmente independientes definimos el 3-toro generado por 7 como

T =E3/7r = {[z], : 2 € E3}
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El 3-Toro

SiT = (ts,ts,,ts,) es un grupo de traslaciones con U, U, U3
linealmente independientes definimos el 3-toro generado por 7 como

T =E3/7r = {[z], : 2 € E3}

Definimos la métrica e, en T por:

er ([x]ﬂ [y]T) = inf {e(tl(x)7t2(y)) AR AS T} :
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El problema:

Decidir para qué grupos 7 generados por 3 traslaciones linealmente
independientes un poliedro regular P realizado en E? tiene realizacién
discreta en TS = E3 /7.
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El problema:

Decidir para qué grupos 7 generados por 3 traslaciones linealmente
independientes un poliedro regular P realizado en E? tiene realizacién
discreta en TS = E3 /7.

'P_/B> E3

TS
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El 3-Toro

;Cuéando se portan bien las isometrias?

Proposicién

Si g es isometria de E®, g induce una isometria § de T si y sélo si
g € N(7), el normalizador de T en Isom(E?).
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El 3-Toro

;Cuéando se portan bien las isometrias?

Proposicién

Si g es isometria de E®, g induce una isometria § de T si y sélo si
g € N(7), el normalizador de T en Isom(E?).

E3 _g) ]E3
T - g > T3

Tero, Daniel JCM, 1 Poliedros Regulares en T2



Reticulas de Puntos

Si T = (tg,ts,, tg,) es un grupo generado por tres traslaciones
linealmente independientes la reticula de puntos asociada a 7, denotada
por A, es el conjunto

A; = [0]; = {mv1 + nva + kv : m,n, k € Z}.
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Reticulas de Puntos
Ejemplos

o Si7=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) entonces Ay = Z° = A(1,0,0)-
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Reticulas de Puntos
Ejemplos

e SiT=1{((1,0,0),(0,1,0)
o SiT=1{(1,1,0),(1,0,1),

—
—~

0,0,1)) entonces Ay = Z> = Ay o).
0,1,1)) entonces A; = A1 1,0)-

—~

Tero, Daniel (PCCM, CCM) Poliedros Regulares en T2



Reticulas de Puntos
Ejemplos

o Si7=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) entonces Ay = Z* = A1,9,0).
o Si7={((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) entonces Ar = A,1,0).
e SiT= <(17 ]-7 1)7 (27 07 0)7 (07 27 O)) entonces AT = A(l,l,l)‘
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Reticulas de Puntos
Ejemplos

o Si7=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) entonces Ay = Z* = A1,9,0).
o Si7={((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) entonces Ar = A,1,0).
e SiT= <(17 ]-7 1)7 (27 07 0)7 (07 27 O)) entonces AT = A(l,l,l)‘

/, /,
7 7
< / /
/, /,
7 7
< / /
(a) Aq1,0,0) (b) A1,1,0 () A
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.,Cuando las isometrias se portan bien con las reticulas?

Proposicién

Sean T un grupo de traslaciones generado por 8 traslaciones

linealmente independientes, g € Isom(E?). Entonces g € N (1) si y sélo
si g’ preserva a A;.

Tero, Daniel (PCCM, CCM)
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Primera aproximacion:

Estudiar reticulas invariantes bajo reflexiones.
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Reticulas Invariantes Bajo Reflexiones

Si A es una reticula invariante bajo la reflexiéon por un plano Il que
intersecta a A, entonces A tiene (a lo més) dos clases de puntos:
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Si A es una reticula invariante bajo la reflexiéon por un plano Il que
intersecta a A, entonces A tiene (a lo més) dos clases de puntos:

@ Aquellos cuya proyeccién en I es un punto de A N1I.
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Reticulas Invariantes Bajo Reflexiones

Si A es una reticula invariante bajo la reflexién por un plano II que
intersecta a A, entonces A tiene (a lo més) dos clases de puntos:

@ Aquellos cuya proyeccién en I es un punto de A N1I.

e Aquellos cuya proyeccién en II es punto medio entre dos puntos de
ANTL

Tero, Daniel (PCCM, CCM) Poliedros Regulares en T Coloquio 2013, Morelia
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Un poco de simbologia

(a) Proyeccién de A1,y en el
plano = = 0.
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Un poco de simbologia

(a) Proyeccién de A1,y en el (b) Proyeccién de A g0y en el
plano = = 0. plano z = y.
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Un poco de simbologia

. (] . .
* * *

L] L] L] L]
* * *

. . . .
* * *

. . X . .

(c) Proyeccién de A 1y en el
plano z = 0.
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Un poco de simbologia

L] L] L] L] . * . * L * L]
* * * * (] * . * . *
L] L] L] L] L] * . * L] * L]
* * * * . * L] * . *
L] L] L] L] [ ] * L] * [ ] * L]
* * * * L] * L] * L] *
L] L] L] L] . * (] * (] * .
(c) Proyeccién de A 1y en el (d) Proyeccién de A 1y en el
plano z = 0. plano y = 0.
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Poliedros Regulares en T3

;,Qué hemos hecho?

@ Dimos un criterio algebraico para determinar cuando un poliedro
regular realizado en E? admite realizacién en T3.
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Poliedros Regulares en T3

;,Qué hemos hecho?

@ Dimos un criterio algebraico para determinar cuando un poliedro
regular realizado en E? admite realizacién en T3.

o Traducimos el criterio algebraico a un criterio geométrico en
términos de reticulas.

@ Determinamos condiciones para que una reticula quede invariante
bajo una reflexién por un plano.
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Poliedros Regulares Finitos en T2
El Tetraedro

Si 7 es un grupo generado por tres traslaciones linealmente
independientes de tal forma que A; queda invariante bajo I'(T),
entonces la proyeccion de A, al plano de reflexion de p; ve como alguna
de las siguientes:

[ ] * * L ] L] . [ * * [

* * * [ ] L[] *

[ ] * 0 * [ ] [ ] O [ ] [} * D * L[]

* * * L] L] *

L] * * L ] L] L ] L] * * L]
To N Tlo o N Tla Il N IT»
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Poliedros Regulares Finitos en T2
El Tetraedro

Teorema

Sea T un grupo generado por tres traslaciones linealmente

independientes. El tetraedro reqular T admite realizacion en TS siy

solo si

AT € {CLA(l’()’()), bA(LLO)’ CA(l,l,l) a > 2 b > 2 c> _}

7
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Poliedros Regulares Finitos en T2

;, Qué pasa con la familia del octaedro?
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Poliedros Regulares Finitos en T2
El Octaedro y el Cubo

Teorema

Sea T un grupo de generado por tres traslaciones linealmente
independientes. El octaedro regular admite realizacion en T3 si y sélo si

AT c {aA(1,0,0)7 bA(l,l,O)’ CA(l,].,l) ra > 2, b > 1lc > 1}
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Poliedros Regulares Finitos en T2
El Octaedro y el Cubo

Teorema

Sea T un grupo de generado por tres traslaciones linealmente
independientes. El octaedro regular admite realizacion en T2 si y sélo si

Aq— S {a’A(l,O,O)7 bA(l,l,O)’ CA(171’1) ra > 2, b>1lc > 1}

Corolario

Sea T un grupo de generado por tres traslaciones linealmente
independientes. El cubo C admite realizacion en T2 siy sélo si

AT S {aA(1,0,0)7 bA(1,1,0)7 CA(l,l,l) ra > 2, b > 2, c> 2}
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Poliedros Regulares Finitos en T2
LY el icosaedro?

Teorema

Sea T un grupo generado por 3 traslaciones linealmente independientes.
Si G es un grupo de isometrias de B3 que deja invariante a A,
entonces G mo tiene rotaciones de orden distinto a 2, 3, 4 0 6.
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Poliedros Regulares Finitos en T2
LY el icosaedro?

Teorema

Sea T un grupo generado por 3 traslaciones linealmente independientes.
Si G es un grupo de isometrias de E3 que deja invariante a A,
entonces G no tiene rotaciones de orden distinto a 2, 3, 4 o0 6.

Teorema

St P es un poliedro de la familia del icosaedro, entonces no existe T, un
grupo generado por 3 traslaciones linealmente independientes, de tal
forma que P tenga realizacion en T3.
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Poliedros de Petrie-Coxeter en T3

(a) {4,6]4} (b) {6,4]4} (c) {6,6/3}
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Poliedros de Petrie-Coxeter en T3
{4,6[4} y {6,4]4}

Teorema

Sea T un grupo de generado por tres traslaciones linealmente
independientes. El poliedro {4,6|4} admite realizacion en T3 si y sélo si

A€ {4CLA(1,070), 4bA(1,170), 201\(171’1) ta,b,c € Z}.
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Poliedros de Petrie-Coxeter en T3
{4,6[4} y {6,4]4}

Teorema

Sea T un grupo de generado por tres traslaciones linealmente
independientes. El poliedro {4,6|4} admite realizacion en T3 si y sélo si

A€ {40,A(1,070), 4bA(1,170), 20/\(171’1) ta,b,ce Z}

Corolario

Sea T un grupo de generado por tres traslaciones linealmente
independientes. El poliedro {6,4|4} admite realizacion en T3 si y sélo si

AT S {4@[\(1,070), 4bA(171’0), 2CA(17171) La, b, cE Z}
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Poliedros de Petrie-Coxeter en T3
{6,6[3}

Teorema

Sea T un grupo de generado por tres traslaciones linealmente
independientes. El poliedro {6,6|3} admite realizacion en T3 si y sélo si

A»,— S {8(1A(1,070), 4bA(1,170), 8CA(171’1) L a, b, (S Z}

Tero, Daniel (PCCM, CCM)
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Conclusiones

(Qué hicimos?

@ Abordamos el problema de determinar aquellos grupos 7
generados por tres traslaciones linealmente independientes para los
cuales, un poliedro realizado en E3, admite realizacién en T2.
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Conclusiones

(Qué hicimos?

@ Abordamos el problema de determinar aquellos grupos 7
generados por tres traslaciones linealmente independientes para los
cuales, un poliedro realizado en E?, admite realizacién en ']I‘i.

o Estudiamos las reticulas A, asociadas a los grupos 7, las cuales
nos permitieron, por medio de andlisis geométrico, determinar
condiciones para que los poliedros fueran realizados.
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Conclusiones

(Qué hicimos?

e Clasificamos los grupos 7 para todos los poliedros finitos, asi como
para los poliedros de Petrie-Coxeter obteniendo los siguientes
resultados:

, Daniel (PCCM, CC Poliedros Regulares en T Coloquio 2013, Morelia 54 / 56



Conclusiones

(Qué hicimos?

e Clasificamos los grupos 7 para todos los poliedros finitos, asi como
para los poliedros de Petrie-Coxeter obteniendo los siguientes
resultados:

» Un poliedro de la familia del tetraedro, de la familia del octaedro o
de la familia de alguno de los poliedros de Petrie-Coxeter admite
realizacién en T2 si y sélo si A, es al(1,0,0), bA(1,1,0) 0 ¢A(1,1,1) para
algunos parametros a, b y ¢ que dependen de las coordenadas de los
vértices del poliedro.

Tero, Daniel (PCCM, CCM) Poliedros Regulares en T Coloquio 2013, Morelia 54 / 56



Conclusiones

(Qué hicimos?

e Clasificamos los grupos 7 para todos los poliedros finitos, asi como
para los poliedros de Petrie-Coxeter obteniendo los siguientes
resultados:

» Un poliedro de la familia del tetraedro, de la familia del octaedro o
de la familia de alguno de los poliedros de Petrie-Coxeter admite
realizacién en T2 si y sélo si A, es al(1,0,0), bA(1,1,0) 0 ¢A(1,1,1) para
algunos parametros a, b y ¢ que dependen de las coordenadas de los
vértices del poliedro.

» No existe grupo 7 de tal forma que un poliedro de la familia del
icosaedro tenga realizaciéon en T2.
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Conclusiones

; Qué queda por hacer?

o Completar las lista de los 48.
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Conclusiones

; Qué queda por hacer?

o Completar las lista de los 48.

o Completar la lista saltandose la realizacién en E3.
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Conclusiones

,Qué queda por hacer?

o Completar las lista de los 48.

o Completar la lista saltandose la realizacién en E3.

e Explorar otras 3-variedades.
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iGracias!
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