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Recordatorio...

... lo que a ustedes ya se les olvidé

@ Un poliedro P es un objeto combinatorio...
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Recordatorio...

... lo que a ustedes ya se les olvidé

@ Un poliedro P es un objeto combinatorio...

@ Un automorfismo de P es una biyeccién de P en si mismo que
preserva el orden.

@ (P) es el grupo de automorfismos de P.
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Recordatorio...

... lo que a ustedes ya se les olvidé

@ Un poliedro P es un objeto combinatorio...

@ Un automorfismo de P es una biyeccién de P en si mismo que
preserva el orden.

@ (P) es el grupo de automorfismos de P.

@ P es regular si [(P) actia transitivamente en banderas.
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Recordatorio...

... algo que a mi se me habia olvidado

Teorema

Un poliedro P es regular si y sélo si para alguna bandera ® y para todo
i € {0,1,2} existe un automorfismo p; de P tal que

pi(®) = &'

Ademds, cada automorfismo p; es una involucién, es decir, p,? = Id.
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Recordatorio...

Poliedros Duales

<]
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Poliedros Duales
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Recordatorio...

. m3s de lo que a ustedes ya se les olvidé

Una realizacién de P es una funcién 3 : Py — R3 de tal forma que todo
automorfismo de P induce una permutacién de 3(Py) que se extiende a
una isometria de R3.
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Recordatorio...

. m3s de lo que a ustedes ya se les olvidé
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Recordatorio...

. m3s de lo que a ustedes ya se les olvidé

Si 7 = (ty,, ty,, ty,) €s un grupo de traslaciones con vi, b, V3 linealmente
independientes definimos el 3-toro generado por 7 como

T3 =R3/7 = {[x], : x € R®}
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Recordatorio...

.. mas de lo que a ustedes ya se les olvidé

Si 7 = (ty,, ty,, ty,) es un grupo de traslaciones con vy, Vo, v3 linealmente
independientes definimos el 3-toro generado por 7 como

T3 =R3/7 = {[x], : x € R®}

Definimos la métrica e, en T3 por:

er ([X]r, [ylr) = inf {e(ti(x), ta(y)) : t1, 2 € T}
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El problema:

Decidir para qué grupos 7 generados por 3 traslaciones linealmente
independientes un poliedro regular P realizado en R3 tiene realizacién en
T3 =R3/7.
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i Cuando se portan bien las isometrias?

Proposicién

Si g es isometria de R3, g induce una isometria g de T3 si y sélo si
g € N(7), el normalizador de T en Isom(R3).
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Latices de puntos

Si 7 = (ty,, ty,, ty,) €s un grupo generado por tres traslaciones linealmente
independientes la latiz de puntos asociada a 7, denotada por A, es el
conjunto

A =1[0]; = {mvi + nvo + kvs : m,n, k € Z}.
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Latices de puntos
Ejemplos

o Si7=((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) entonces A, =
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Latices de puntos
Ejemplos

e SiT= <(1, 0, 0)7 (07 1, O)a (07 0, 1)> entonces A, = 73 = A(l,O,O)'
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Latices de puntos

Ejemplos

o Si7=1((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) entonces A- = Z* = A1 00).
® Si7=((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) entonces Ar = A1 1,0)-
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Latices de puntos

Ejemplos
o Si7=1((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) entonces A- = Z* = A1 00).

® Si7=((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) entonces Ar = A1 1,0)-
o Si7=((1,1,1),(2,0,0),(0,2,0)) entonces A; = A(1,1,3)

Tero, Daniel (UMSNH, UNAM) Poliedros Regulares en T3 Seminario Mates Discretas 18 / 46



Latices de puntos

Ejemplos

o Si7=1((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) entonces A- = Z* = A1 00).
® Si7=((1,1,0),(1,0,1),(0,1,1)) entonces Ar = A1 1,0)-
o Sl T = <(]-7 ]-7 1)7 (2, 07 O)’ (07 27 0)> entonces /\T = /\(171’1)'

/ /
/ /
/ /
S / /
/ /
/ /
(a) A0 (b) A,0) (c) Aa
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i Cuando las isometrias se portan bien con las latices?

Proposicién

Sean T un grupo de traslaciones generado por 3 traslaciones linealmente
independientes, g € Isom(R3). Entonces g € N'() si y sélo si g’ preserva
al,.
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Latices Invariantes Bajo Reflexiones

Proposicién

Sean A una latiz asociada a un grupo 7. Si Il un plano tal que N\ es
invariante bajo la reflexion con respecto a I, entonces existen dos vectores
linealmente independientes vy, v» de tal forma que si g € ANTI, entonces

Aﬂﬂ:q+(\71,\72).
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Latices Invariantes Bajo Reflexiones

Proposicién
Sean A una latiz de un grupo T y Il un plano tal que N es invariante bajo
la reflexion con respecto a T1.
e Sim(N) = ANTIl, entonces existe un vector w € N ortogonal a I tal
que \ = <\71, Vo, V_I;> donde <\71, \72> =ANITL

e Sim(N) # ANT entonces existen un vector w € N\ ortogonal a I tal
que el indice de (vi, o, W) en N\ es 2.
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Latices Invariantes Bajo Reflexiones

En resumen:

Si A es una latiz asociada a un grupo 7 y I1 un plano tal que A es
invariante bajo la reflexién con respecto a 1, con AN Tl # (), entonces
todo punto de A se proyecta o bien en un punto de ANTI o bien en el
punto medio de dos puntos de ANTI.
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Un poco de simbologia

(a) Proyeccién de A(1,0) en el
plano x = 0.
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Un poco de simbologia

(a) Proyeccién de A(1,0) en el (b) Proyeccién de A(1,0,0 en el
plano x = 0. plano x = y.
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Un poco de simbologia

(c) Proyeccién de A(1,1,1) en el
plano x = 0.
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Un poco de simbologia

L] L] L] L] L ] * L] * L] * L ]
* * * * (] * . * [ ] *
[ ] L] L[] L] L] * L] * L] * L]
* * * * L] * L] * [ ] *
L] L] L] L] L] * L] * L] * L ]
* * * * [ ] * [ ] * L[] *
L] L] L] L] L ] * L ] * L ] * L ]
(c) Proyeccién de A¢11,1) en el (d) Proyeccién de A(11,0) en el
plano x = 0. plano y = 0.

Tero, Daniel (UMSNH, UNAM) Poliedros Regulares en T3 Seminario Mates Discretas 24 / 46



Pensemos en el tetraedro...

~1)
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Pensemos en el tetraedro...
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Pensemos en el tetraedro...

s A
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Pensemos en el tetraedro

Sean po, p1 Yy p2 las reflexiones generadoras de '(7) descritas antes, y
S = pap1 una rotacién del tetraedro 7. Si v, es un vector ortogonal al
plano Iy, el plano de reflexién de py, entonces los puntos 0, vo, S(v2) y
S2(vy) forman los vértices de un tetraedro regular 7.
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Pensemos en el tetraedro
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Pensemos en el tetraedro

Si A es una latiz que queda invariante bajo '(7") entonces m;(A) # 1; N A
para i € {0,1,2}.
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Un analisis en el tetraedro

Mo N My
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Un analisis en el tetraedro

° * L * °
~ %)
]
* [ * *
o *
0 v
* [ ] I, [ ] *
o * T * [ ]
Mo N My

Tero, Daniel (UMSNH, UNAM)

Poliedros Regulares en T3



Todos los del tetraedro

Teorema

Sea T un grupo generado por tres traslaciones linealmente independientes.
El tetraedro regular T admite realizacién en T2 si y sélo si

/\7- S {3/\(17070), bA(1,1,0)7 CA(l,l,l) ra> 2, b>3c > ].}
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El Cubo

o [(T) <T(C).
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El Cubo

o [(T) <T(C).

e Toda latiz preservada por '(C) debe ser preservada por I'(7).

Tero, Daniel (UMSNH, UNAM)

o F
Poliedros Regulares en T3



El Cubo

o ['(T) <T(C).
e Toda latiz preservada por '(C) debe ser preservada por I'(7).
@ [(C) preserva a todas las que I'(7") preserva.
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Todas las del cubo

Teorema

Sea T un grupo de generado por tres traslaciones linealmente
independientes. El octaedro regular admite realizacién en T3 si y sélo si

/\7- S {3/\(17070), bA(1,1,0)7 CA(l,l,l) ra> 2, b>3c > ].}
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.Y qué pasé con el icosaedro?

No mucho:

Teorema

Si P es un poliedro de la familia del icosaedro, entonces no existe T un

grupo generado por 3 traslaciones linealmente independientes de tal forma
que P tenga realizacion en TS.
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.Y qué pasé con el icosaedro?

No mucho:

Teorema

Sea T un grupo generado por 3 traslaciones linealmente independientes. Si
G es un grupo de isometrias de R3 que deja invariante a \,, entonces G
no tiene rotaciones de orden distinto a 2, 3, 4 0 6.
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.Y los de Petrie-Coxeter?

a) PCy b) PC, c) PCs
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.Y los de Petrie-Coxeter

@ PC;1 y PCy son duales, asi que ['(PC1) = (PCs).
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.Y los de Petrie-Coxeter

@ PCy y PCs son duales, asi que [(PCy) = T(PC).

e I(C) <T(PCy), por lo tanto toda latiz preservada por [(PC;) debe
ser preservada por '(C).
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.Y los de Petrie-Coxeter

@ PCy y PCs son duales, asi que [(PCy) = T(PC).

e I(C) <T(PCy), por lo tanto toda latiz preservada por [(PC;) debe
ser preservada por '(C).

(] r(P61) preserva a /\(1,0’0), /\(1’1,0), A(l,l,l)'
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Teorema

Sea T un grupo de generado por tres traslaciones linealmente
independientes. Los poliedros PCy y PCo admiten realizacién en T3 si y
solo si

/\7- S {43/\(170’0), 4b/\(1,170), 2C/\(1’1’1) . a, b, cc Z}
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.Y los de Petrie-Coxeter

e [(cT) <T(PCy), por lo tanto toda latiz preservada por I'(PC3) debe
ser preservada por (7).
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.Y los de Petrie-Coxeter

e [(cT) <T(PCy), por lo tanto toda latiz preservada por I'(PC3) debe
ser preservada por (7).

o F(PC3) preserva a /\(170’0), /\(1’1’0), /\(17171).
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Teorema

Sea T un grupo de generado por tres traslaciones linealmente
independientes. El poliedro PC3 admite realizacién en T3 si y solo si

/\7— € {88/\(17070), 4b/\(1,170), 2CA(1’171) . a, b, ceE Z}
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i Qué hicimos?

@ Estudiamos las latices invariantes bajo una reflexion.
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i Qué hicimos?

@ Estudiamos las latices invariantes bajo una reflexion.

@ Con ayuda de éstas determinamos los grupos 7 para los cuales los
poliedros regulares finitos (18) realizados en R3 admiten realizacién

en T3.
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i Qué hicimos?

@ Estudiamos las latices invariantes bajo una reflexion.

@ Con ayuda de éstas determinamos los grupos 7 para los cuales los
poliedros regulares finitos (18) realizados en R3 admiten realizacién
en T3,

@ Gracias a las relaciones entre los grupos de simetrias de los poliedros
de Petrie-Coxeter y los grupos de simetria de los poliedros finitos,
determinamos los grupos 7 para los cuales los poliedros de
Petrie-Coxeter (3) y sus Petriales (3) admiten realizacién en T3.
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i Qué queda por hacer?

o Completar las lista de los 48.
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i Qué queda por hacer?

o Completar las lista de los 48.

e Completar la lista saltandose la realizacién en R3.
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i Qué queda por hacer?

o Completar las lista de los 48.
e Completar la lista saltandose la realizacién en R3.

@ Explorar otras 3-variedades.
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iGracias!
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