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Una gréafica infinita agridulce
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Un puno de definiciones...

...que ya todo mundo se debe de saber

e Una buena coloracién de una gréfica G = (V, A) es una
funcién f : V — [ tal que si {u, v} € A entonces f(u) # f(v).
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Un puno de definiciones...

...que ya todo mundo se debe de saber

e Una buena coloracién de una gréfica G = (V, A) es una
funcién f : V — [ tal que si {u, v} € A entonces f(u) # f(v).

e El nimero cromético x(G) de G es el menor cardinal k tal que
existe f : V — [ buena coloracién de G y |/| = k.
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Una Grafica Infinita

Consideremos U2 = (V/, A) como sigue:
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Una Gréfica Infinita
Consideremos U2 = (V/, A) como sigue:

V = R?




Entrada Plato Fuerte El Postre

00@00000000000000O00O0O00000O000000 000 (e]e]
0000000000000 0O00O0O000000

Una Grafica Infinita

Consideremos U2 = (V, A) como sigue:

V=R?> ({x,ylcA
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Una Grafica Infinita

Consideremos U2 = (V, A) como sigue:

V=R {x,y} € Asdist(x,y) =1

A
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Una Grafica Infinita

Consideremos U2 = (V, A) como sigue:

V=R {x,y} € Asdist(x,y) =1

A

U? se llama Gréfica de Distancia Unitaria.
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Una Grafica Infinita

En 1950 Edward Nelson pregunté:

i Cudnto valdra x(U?)?
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Una Grafica Infinita
i Cuénto valdra x(U4?)?

Proposicién
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X(U?) <7

Demostracion
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X(U?) <7

Demostracion
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X(U?) <7

Demostracion
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X(U?) <7

Demostracion
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X(U?) <7

Demostracion

El Postre
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El Postre
Demostracion
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Una Grafica Infinita
i Cuénto valdra x(U4?)?

Proposicién

x(U?) >3
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x(U?) >3

Demostracién
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x(U?) >3

Demostracién
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x(U?) >3

Demostracién
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x(U?) >3

Demostracién
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x(U?) >3

Demostracién
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x(U?) >3

Demostracién
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x(U?) >3

Demostracién
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x(U?) >3

Demostracién
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x(U?) >3

Demostracién
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X(U?)

i Qué mis se sabe?

No mucho ®
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X(U?)

i Qué mis se sabe?

No mucho ®
e En el caso general se sabe que x(U?) € {4,5,6}.
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X(U?)

i Qué mis se sabe?

No mucho ®
e En el caso general se sabe que x(U?) € {4,5,6}.

e Se conocen algunos resultados bajo condiciones adicionales
para las clases cromaticas.
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X(U?)

i Qué mis se sabe?

No mucho ®
e En el caso general se sabe que x(U?) € {4,5,6}.

e Se conocen algunos resultados bajo condiciones adicionales
para las clases cromaticas.

e K.J. Falconer, 1981: Si las clases cromdticas son
Lebesgue-medibles x(1/2) > 5.
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i Qué mis se sabe?

No mucho ®

e En el caso general se sabe que x(U?) € {4,5,6}.

e Se conocen algunos resultados bajo condiciones adicionales
para las clases cromaticas.

e K.J. Falconer, 1981: Si las clases cromdticas son
Lebesgue-medibles x(1/2) > 5.

e Erdosy de-Burgin, 1951: x(14?) se alcanza en alguna gréfica
finita.

El Postre
[o]e]
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.Y entonces?

El resultado de Erdos y de-Burgin depende del Axioma de Eleccion
(AC).
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.Y entonces?

El resultado de Erdos y de-Burgin depende del Axioma de Eleccion
(AC).

i Qué pasa si no tengo eleccion?
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.Y entonces?

El resultado de Erdos y de-Burgin depende del Axioma de Eleccion
(AC).

i Qué pasa si no tengo eleccion?

... la cosa puede cambiar radicalmente...



Entrada

Plato Fuerte
0000000000000000000000000000000

000
0000000000000 0O00O0O000000

Menu:

Plato Fuerte

Algunos sabores extranjeros
Algo mds hogarefio

El Postre
[o]e]
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Unos sabores extranjeros...

...directos de Conjuntolandia

e Axioma de Eleccion (AC): Toda familia W de conjuntos no
vacios tiene funcién de eleccién, es decir una funcién f tal que
f(S) € S paracada S € V.
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Unos sabores extranjeros...

...directos de Conjuntolandia

e Axioma de Eleccion (AC): Toda familia W de conjuntos no
vacios tiene funcién de eleccién, es decir una funcién f tal que
f(S) € S paracada S € V.

e Axioma de Eleccion Numerable (ACy,): Toda familia
numerable ® de conjuntos no vacios tiene funcién de eleccidn,
es decir una funcién f tal que f(S) € S para cada S € ¢.
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Unos sabores extranjeros...

...directos de Conjuntolandia

e Axioma de Eleccion (AC): Toda familia W de conjuntos no
vacios tiene funcién de eleccién, es decir una funcién f tal que
f(S) € S paracada S € V.

e Axioma de Eleccion Numerable (ACy,): Toda familia
numerable ® de conjuntos no vacios tiene funcién de eleccidn,
es decir una funcién f tal que f(S) € S para cada S € ¢.

e AC = ACy, pero no al revés.
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Unos sabores extranjeros...

...directos de Conjuntolandia

e Axioma de Lebesgue (LM): Todo subconjunto de reales es
Lebesgue medible.
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Unos sabores extranjeros...

...directos de Conjuntolandia

e Axioma de Lebesgue (LM): Todo subconjunto de reales es
Lebesgue medible.

e ZF los axiomas de Zermelo-Fraenkel y ZFC es ZF + AC.
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Unos sabores extranjeros...

...directos de Conjuntolandia

e Axioma de Lebesgue (LM): Todo subconjunto de reales es
Lebesgue medible.

e ZF los axiomas de Zermelo-Fraenkel y ZFC es ZF + AC.

e ZFC 4 LM es inconsistente, pero ACy, alcanza para la Teoria
cldsica de Lebesgue.
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Unos sabores extranjeros...

...directos de Conjuntolandia

Teorema (Solovay, 1970)
ZF + LM + ACy, es consistente.
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Otra grafica infinita
Construyamos G; = (V4, A1) como sigue:

Vi=R
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Otra grafica infinita
Construyamos G; = (V4, A1) como sigue:

Vi=R

{S, t} € A

siempre que

s—t—vV2eQ
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Otra grafica infinita
Construyamos G; = (V4, A1) como sigue:

Vi=R

{S, t} € A

siempre que

s—t—v2eQ
6

t—s—vV2eQ
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En ZFC, x(G1) =2
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x(G1)

En ZFC
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x(G1)

En ZFC es 2. Demostracién

e SeaS={q+n/2:qcQncZ}
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x(G1)

En ZFC es 2. Demostracién

e SeaS={q+n/2:qcQnecZ}
e Definimos ~ sobre R por x ~y < x —y € S.
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x(G1)

En ZFC es 2. Demostracién

(e]e]

e SeaS={q+n/2:qcQnecZ}
e Definimos ~ sobre R por x ~y < x —y € S.

e Sea Y un conjunto de representantes de ~, y y(t) € Y con
t~y(t).
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x(G1)

En ZFC es 2. Demostracién

SeaS={q+n/2:q€QneZ}.
Definimos ~ sobre R por x ~ y < x —y € S.

Sea Y un conjunto de representantes de ~, y y(t) € Y con
t~y(t).
c(t)=1,1€{0,1} & Existe n € Z con

t—y(t)—(n+N)V2eQ

es una buena coloracién.
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x(G1)

En ZF + LM + ACy,

Proposicién
En ZF + LM + ACNO, X(gl) > NQ
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x(G1)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

e Si A C R es independiente en Gy entonces p(A) = 0.

e Supongamos que no. Sea A independiente en G; tal que
wu(A) > 0.

/%(L/I

o
S N =
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x(G1)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

¢ Si A CR es independiente en G; entonces p(A) = 0.

e Supongamos que no. Sea A independiente en G; tal que
wu(A) > 0.
e Sea / intervalo tal que
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x(G1)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

¢ Si A C R es independiente en Gy entonces p(A) = 0.
e Sea / intervalo tal que

p(INA)y 9

u(l) 10
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x(91)
En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

¢ Si A C R es independiente en Gy entonces p(A) = 0.
e Sea / intervalo tal que

p(INA)y 9
W)~ 10

° Seaqe@talque\/ﬁ<q<\/§+%

\ < Y
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x(G1)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

¢ Si A C R es independiente en Gy entonces p(A) = 0.
e Sea / intervalo tal que
pina) 9
u(l) 10
° Seaqe@talque\/ﬁ<q<\/§+%;)
e Sea B=A—(q—Vv2)={a—qg—+2:ac A}, entonces

u(InB) 8
u(l) 10

S =551\
Ra———
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x(G1)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

¢ Si A C R es independiente en Gy entonces p(A) = 0.

u(lMA) 9
Wiy 10
p(lnke) 8

W)~ 10

S =551\
Ra———
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x(G1)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

e Si A C R es independiente en Gy entonces i (A) = 0.

u(lMA) 9

W)~ 10

p(lnk)y 8
W) 10

e INANBE #P.SeaxelNAN
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x(G1)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

¢ Si A C R es independiente en Gy entonces p(A) = 0.

u(InA)y 9

W)~ 10

u(Inke)y 8

u(i) ~ 10

e INANBE #P.SeaxelNAN
e X €
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x(G1)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

¢ Si A C R es independiente en Gy entonces p(A) = 0.

u(InA)y 9

W)~ 10

u(Inke)y 8

u(i) ~ 10

e INANBE #P.SeaxelNAN
ex€B=x=y—(g-v2) yeA
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x(G1)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

¢ Si A C R es independiente en Gy entonces p(A) = 0.

u(InA)y 9

W)~ 10

u(Inke)y 8

u(i) ~ 10

e INANBE #P.SeaxelNAN
= :>X:y—(q—\@) yeA={xy}eA
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x(G1)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

¢ Si A C R es independiente en Gy entonces p(A) = 0.
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x(G1)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

¢ Si A C R es independiente en Gy entonces p(A) = 0.

e Si f: Vi — Nesunacoloraciéon y A;, Ap,... A,... son las
clases crométicas, entonces existe n € N tal que A, contiene
dos vértices adyacentes en Gj.
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Un ejemplo en el plano

Consideremos ahora la gréfica Go = (V2, A2) como sigue:

Vs = R?
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Un ejemplo en el plano

Consideremos ahora la gréfica Go = (V2, A2) como sigue:
Vo =R?
{s,t} € Ay siy sélo si
s—t—ece@Q?

o bien
t—s—eeQ?

para ¢ = (0,v/2), (v/2,0).
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Proposicién
En ZFC, x(G) = 2
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x(G2)

En ZFC
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x(92)

En ZFC es 2. Demostracién

o Sea S={(q1 +mV2,q2+mv2):q1,q € Q ny,m € Z}.
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x(92)

En ZFC es 2. Demostracién

e Sea S={(q1+mvV2,q+mv2):q,q €Qni,neZ}
e Definimos ~ sobre R? por x ~ y < x —y € S.
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x(92)

En ZFC es 2. Demostracién

(e]e]

e Sea S={(q1+mvV2,q+mv2):q,q €Qni,neZ}
e Definimos ~ sobre R? por x ~ y < x —y € S.

e Sea Y un conjunto de representantes de ~, y y(t) € Y con
t~y(t).
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x(92)

En ZFC es 2. Demostracién

Sea S ={(q1 + nlﬁ, go + ngﬂ) cq1,q2 € Q ny,mp € Z}.
Definimos ~ sobre R? por x ~y < x —y € S.

Sea Y un conjunto de representantes de ~, y y(t) € Y con
t ~ y(t).
c(t) = (k1 + k2) med 2 < Existe (ki, ko) € Z* con

t — y(t) — V2(ky, kp) € Q2

es una buena coloracién.
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x(G2)

En ZF + LM + ACy,

Proposicién
En ZF + LM + ACNO, X(gz) > NQ
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x(92)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

e Si A C R? es independiente en G, entonces ju(A) =0
' " . "
SR
w
oL 5 / \‘
‘ ST

N —J

«O» «Fr « =>»

« =

DA
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x(92)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

e Si A C R? es independiente en G, entonces j(A) = 0.

vied

” @
/T
N

«O» «Fr « =>»

« =

DA
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x(G2)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

e Si A C R? es independiente en G, entonces j(A) = 0.

D

-
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x(G2)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

e Si A C R? es independiente en G, entonces j(A) = 0.
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x(G2)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

e Si A C R? es independiente en G, entonces j(A) = 0.
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x(92)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

e Si A C R? es independiente en G, entonces j(A) = 0.
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x(92)

En ZF + LM + ACy, es grandote. Demostracién

e Si A C R? es independiente en G, entonces j(A) = 0.

e Si f: Vi — Nesunacoloraciéon y A;, Ap,... A,... son las
clases cromdticas, entonces existe n € N tal que A, contiene
dos vértices adyacentes en G,.
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El Postre
i Qué pasé con el plano?
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.Y el plano?

Teorema (Soifer-Shelah, 2003)

Asumamos que toda subgrafica finita de U? tiene nimero
cromdatico menor igual a 4, entonces:

e En ZFC el nimero cromatico de U? es 4.
e En ZF + LM 4 ACy, el niimero cromatico de U? es 5 o 6.



Entrada Plato Fuerte El Postre
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iGracias!

(por dejarme sobrevivir hasta esta diapositiva)
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