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Resumen

Gracias al trabajo de Coxeter durante el siglo XX en el estudio de objetos
combinatorios y geométricos con alto grado de simetria han surgido distintos
problemas de clasificaciéon. En los 70’s y 80’s Grunbaum y Dress generalizan
los sélidos platénicos y elaboran una clasificacién con 48 poliedros regulares
en el espacio euclidiano E3. Javier Bracho junto con otros autores encontré to-
dos los poliedros regulares con caras planas en el espacio proyectivo P? y unos
anos después Peter McMullen encontré una manera de clasificar los poliedros
regulares finitos en el espacio euclidiano 4-dimensional E*, de donde es posi-
ble desprender una clasificacién de poliedros regulares en P3. En este trabajo
abordamos el problema analogo para el 3-toro T3, el cual es una generalizacién
tridimensional del 2-toro, encontrando todos los posibles poliedros regulares en
T3 que son inducidos por poliedros regulares en 3.

Palabras Clave: Sdélidos platénicos, Poliedros requlares, 3-toro

Abstract

Thanks to Coxeter’s work in the 20" century on highly symmetric combinato-
rial and geometrical objects several classification problems have arose. In the
70’s and 80’s Griinbaum and Dress generalize the Platonic Solids and give a
classification of 48 regular polyhedra in Euclidean 3-space. Javier Bracho in
joint work with other authors found the regular polyhedra with planar faces in
the projective space P3. A couple of years after Bracho’s work, Peter McMu-
llen gave a way to find all regular finite polyhedra in 4-dimensional Euclidean
space which gives a way to find all regular polyhedra in the projective space.
In this thesis we attack the analogous problem in the 3-torus T2, which is a
3-dimensional generalization of the 2-torus. We find all regular polyhedra in T3
induced by regular polyhedra in E3.

Keywords: Platonic Solids, Regular polyhedra, 3-torus
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Introduccion

Las estructuras geométricas como los poliedros y las teselaciones han cautivado a la
humanidad desde la antigliedad. De particular interés han sido aquellas que muestran un
grado notable de simetria. Estos objetos se aprecian no sélo en la matematica y ciencia,
sino también en el arte, pues resultan llamativos a simple vista.

Los poliedros regulares converos, conocidos también como sdlidos platénicos, se conocen
desde siglos antes de los griegos. Sin embargo, como en muchos otros aspectos de la geo-
metria, el mérito de los griegos, y en particular de Euclides, es darles un estudio desde una
manera formal y rigurosa. El libro XIII de Los Elementos [10] trata esencialmente de estos
objetos y de su clasificacién.

La clasificacion de poliedros regulares de Euclides usa fuertemente el hecho de que el
poliedro es convexo. Sin embargo, en grabados y pinturas de la Edad Media aparecieron
algunos objetos con un fuerte grado se simetria. Dos de estos objetos fueron estudiados por
Johannes Kepler (1571-1630); ellos comparten propiedades combinatorias y de simetria
con los sélidos platénicos, pero tienen la caracteristica de tener caras estrelladas.

A principios del siglo XIX Louis Poinsot (1777-1859) redescubrié los sélidos de Kepler
y dos sélidos mas, cuyas caras son convexas pero estdn acomodadas de manera estrellada
alrededor de cada vértice. En 1811 Augustin Louis Cauchy (1789-1857) probé que los
cuatro poliedros regulares estrellados descubiertos por Kepler y Poinsot eran todos los que
se pueden construir de esa manera.

Sin duda alguna las aportaciones de Coxeter (1907-2003) forman un pilar importante
en la teoria de poliedros. Muchas de estas aportaciones culminaron en su famoso libro
Regular Polytopes [5] cuya primera edicién fue publicada en 1948. Sin embargo, una de
sus aportaciones mas relevantes vino en su época de estudiante, cuando él y J. F. Petrie
(1907-1972) descubrieron tres objetos con propiedades de simetria similares a las de los
poliedros regulares conocidos hasta ese entonces, pero con la caracteristica de tener una
infinidad de caras. Coxeter probé también que la lista de estos tres era completa [4].

La teoria tomé un nuevo aire cuando en 1975 Branko Griinbaum dio una lista de 47
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objetos que tenian propiedades geométricas similares a los poliedros regulares (ver [11]).
Esta lista incluia los sélidos platénicos, los sélidos de Kepler-Poinsot y los de Petrie-Coxeter;
ademas incluia las teselaciones del plano con cuadrados, tridngulos y hexdgonos. Griinbaum
permitié también que las caras no fueran planas e incluso que fueran infinitas.

En 1981 A. Dress encontré otro poliedro [8] para completar la lista de Griinbaum a 48, y
en 1985, usando herramientas algebraicas y combinatorias probé que la lista era completa
(ver [9]).

Justo entre los dos articulos de Dress, en 1982 Danzer y Schulte introdujeron el con-
cepto de politopo abstracto (ver [7]), concepto que generaliza a los poligonos y poliedros
geométricos, rescatando su estructura combinatoria. Finalmente en [I5], Egon Schulte y
Peter McMullen abordan el problema geométrico partiendo del concepto de poliedro abs-
tracto y prueban, de una forma distinta, que la lista de 48 poliedros regulares es completa.

Una generalizacién natural es atacar el problema para otros espacios. En este sentido,
algunos de los principales trabajos son los siguientes:

= Se conocen todos los mapas regulares en el 2-toro (ver [6] y [16, §1D]).

» En [3] Conder clasifica los mapas regulares en superficies de caracteristica de Euler
entre —200 y —1.

» En [16, §6D,6E| Schulte y McMullen encuentran todas las teselaciones regulares del
n-toro.

» En [I] y [2] Javier Bracho junto con otros autores encuentra todos los poliedros con
caras planas en el espacio proyectivo P3 y finalmente, en [I4] McMullen clasifica los
poliedros regulares en S3. De dicha clasificacién es posible desprender una clasificacién
de los poliedros en P3.

El 3-toro es una generalizacién tridimensional del 2-toro. En [I§] abordamos el problema
de determinar cuando un poliedro regular en el espacio euclidiano induce un poliedro
regular en el 3-toro, pudiéndolo resolver para los poliedros finitos y los poliedros de Petrie-
Coxeter. En este trabajo refinamos las técnicas, lo cual nos permitié dar demostraciones
més limpias que las dadas en [I8] y extender los resultados a los 48 poliedros regulares de
Griinbaum-Dress.

En el primer capitulo de este trabajo introducimos las nociones bésicas acerca de la
teoria de poliedros abstractos como generalizacién combinatoria de los poliedros convexos;
ademas establecemos resultados bésicos acerca del grupo de automorfismos de los poliedros
regulares. Posteriormente estudiamos las realizaciones geométricas en E3 de los poliedros
regulares, presentamos la clasificacién de éstas y describimos brevemente cada uno de los
poliedros. En el segundo capitulo definimos los grupos latiz para introducir el 3-toro T3 y
estudiamos el grupo de isometrias de éste; para ello, estudiamos la estructura del grupo
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de isometrias de E3. Finalmente en el tercer capitulo abordamos el problema principal del
trabajo, clasificando los grupos latiz A para los cuales un poliedro regular P realizado en
E? induce un poliedro regular Pa en ']I‘?A.






Capitulo 1

Poliedros regulares en el espacio
euclidiano E’

En este capitulo se pretende que el lector se familiarice con los conceptos bésicos de
la teoria de poliedros regulares. Partiremos definiendo poliedro abstracto y trabajaremos
algunas propiedades combinatorias de los mismos. Definiremos el grupo de automorfismos
como generalizacién combinatoria del grupo de simetrias. Posteriormente entraremos a la
parte geométrica de la teoria por medio del concepto de realizacion para concluir el capitulo
con la clasificacién de los poliedros regulares en el espacio euclidiano E3.

1.1. Poliedros abstractos

En esta seccion estudiaremos el concepto de poliedro abstracto, el cual es una generali-
zacion combinatoria de los poliedros convexos. Esta teoria se desprende de aquella de los
politopos abstractos, y los conceptos aqui presentados se pueden generalizar a dicha teoria.
Para fines de este trabajo, hemos adecuado algunos conceptos con la intencién de hacer
el material mas comprensible. Sin embargo, si el lector esta interesado en revisar la teoria
general puede consultar [16].

La definiciéon de poliedro abstracto rescata la estructura de incidencia de un poliedro
clasico dejando de lado la parte geométrica. Mds adelante se verd que, efectivamente,
hablamos de una generalizacién de los poliedros convexos.

Definicién 1.1. Un poliedro abstracto es un conjunto parcialmente ordenado (P, <) (usual-
mente escribimos unicamente P) con una funcion de rango rk : P — {0, 1,2} suprayectiva
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y estrictamente creciente. Con el fin de recordar el origen geométrico de la teoria, llamare-
mos vértices, aristas y caras a los elementos de rango 0, 1 y 2, respectivamente. Diremos
que dos elementos F, G € P son incidentes si F' < G o G < F. Una bandera es una cadena
maximal de P. Ademas, P satisface las siguientes propiedades:

(P1) Toda bandera consta de exactamente un vértice, una arista y una cara.

(P2) P es fuertemente conexo por banderas. Es decir, dadas dos banderas ® y ¥ de P existe
una sucesién de banderas ® = &g, ®q,..., P, = VU tales que para cada i € {1,...,k},
®,_1 y ®; son adyacentes (difieren exactamente por un elemento) y ®NW¥ C ®; para
toda i € {0,...,k}.

(P3) P satisface la propiedad del diamante. Es decir, cada arista es incidente a exactamente
dos vértices y a dos caras; ademads, si un vértice Fy es incidente a una cara Fb, existen
exactamente dos aristas incidentes tanto a Fy como a Fs.

En lo que resta de esta seccién, usaremos indistintamente el término poliedro o el término
poliedro abstracto para referirnos al mismo concepto.

Usualmente identificaremos una cara F con el suborden de P determinado por el con-
junto {F € P : F < Fy}. Si Fy es un vértice de P, la figura de vértice es el suborden
determinado por {F € P : Fy < F'}. Observe que las propiedades y |(P3)| implican
que cada cara y cada figura de vértice es isomorfa a la latiz de incidencia de una grafica
conexa 2-regular, esto es, un ciclo o una trayectoria infinita en ambas direcciones.

El 1-esqueleto de P, denotado por Sk!(P), es la grafica determinada por los vértices y
las aristas de P. En virtud de y Sk!(P) es una grafica (y no una hipergréfica)
conexa; ademds las caras de P pueden ser pensadas como subgréficas de Sk*(P).

Ejemplo 1.2. A continuacién listamos varios ejemplos de poliedros abstractos.

(i) Naturalmente, los poliedros convexos son ejemplos de poliedros abstractos si se iden-
tifica cada uno con el orden parcial determinado por los vértices, aristas y caras del
poliedro, ordenado por la contencién (ver [igura 1.1al para el caso del tetraedro).

(ii) Las teselaciones del plano con cuadrados, hexdgonos regulares y tridngulos equilateros
son poliedros abstractos ordenando los vértices, aristas y teselas por contencion.

(iii) Muchos mapas en superficies pueden ser pensados como poliedros abstractos. En la

figura 1.1b| se muestra un mapa en el 2-toro T? y en la [figura 1.1d| se muestra un

mapa en el plano proyectivo P2.

(iv) Toda grafica cibica 3-coloreada propiamente por aristas da origen a un poliedro
abstracto considerando como caras las componentes conexas que resultan al eliminar
cualquier clase cromética. En la [figura 1.1c| se muestra una coloracién propia de la
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grafica completa K4 que induce un poliedro isomorfo (ver |definicién 1.3|) al dado
por el mapa de P? de la [figura 1.1d| los cuales a su vez son isomorfos al Petrial del

tetraedro (ver construccién en [pagina 11).

0 4 LN

(a) Poliedros convexos como polie-

dros abstractos (b) Mapa en el 2-Toro T2.
(¢) Coloracién propia de Ky (d) Hemicubo coloreado

Figura 1.1

Denotaremos por F(P) al conjunto de banderas del poliedro P. Si ® € F(P) e i €
{0,1,2}, denotaremos por ®* a la bandera i-adyacente a ®, es decir, la tnica bandera de
P que difiere de ® tinicamente en el elemento de rango i. Recursivamente definimos para
k > 2, @20t = (QM12tk=1) giempre que i1,12, ..., € {0,1,2}.

A continuacién introduciremos el concepto de isomorfismo de poliedros, el cual nos per-

mite considerar iguales dos poliedros que tienen la misma estructura combinatoria.

Definicion 1.3. Si P y Q son poliedros, diremos que ¢ : P — Q es un isomorfismo de
poliedros si ¢ es una biyecciéon que preserva el orden. Es decir, F' < G implica F'¢ < Go.
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Si existe un isomorfismo entre P y Q, diremos que estos son isomorfos.

En este trabajo hablaremos de poliedros regulares, es decir, aquellos que tienen el mayor
grado de simetria, para lo cual es importante introducir un concepto que nos permita hablar
de simetria.

Definicion 1.4. Si P es un poliedro, un automorfismo de P es un isomorfismo v : P — P.
El grupo de automorfismos de P, denotado por I'(P), es el conjunto

I'(P)={y:P — P |~ es automorfismo }

dotado de la composicién como operacion.

Observe que para el caso de los poliedros convexos, las simetrias (isometrias del espacio
que preservan al poliedro) se traducen en automorfimos del orden parcial correspondiente,
de modo que los automorfismos son una generalizacién combinatoria de las simetrias. Lo
mismo ocurre en las teselaciones del plano. En la se discutird el proceso inverso.

Observe que I'(P) actiia en F(P) por { Fy, F1, Fa}y = {Foy, F1y, Fay} para { Fy, F1, Fo} €
F(P)y v eTI'(P). A continuacién daremos algunos resultados acerca de esta accién.

Lema 1.5. Si vy es un automorfismo de un poliedro P y ® € F(P), entonces
(@')y = (2v)'
para todo i € {0,1,2}.

®~)? coinciden en todas las

Demostracion. Sea i € {0,1,2}. Observamos que ®v, (®*)y y (
(®v)" de modo que, en virtud

caras salvo tal vez la de rango i, sin embargo (®%)y # &y #
de [(P3] | |
(®)y = (®7)". u

Recordemos que toda accién de un grupo G en un conjunto X induce una representacion
de G como permutaciones de X, es decir, un homomorfismo ¢ : G — Sx. Si ¢ es inyectivo,
la representacién es fiel (también se dice que G actia fielmente en X); en tal situacién G
es isomorfo a un subgrupo del grupo de permutaciones de X.

Observe que la accién de I'(P) en F(P) es fiel, pues si un automorfismo fija a toda las
banderas, entonces fija a todos los elementos de P. Ademés, en virtud del cada
automorfismo 7 induce una permutaciéon 4 de banderas que preserva adyacencia, no es
dificil probar que esto es de hecho una equivalencia, es decir, que toda permutacién de
banderas que preserve adyacencia induce un automorfismo.
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El siguiente lema nos da una condiciéon mas fuerte que fidelidad acerca de la accién de

['(P) en F(P).

Proposicién 1.6. Si P es un poliedro abstracto, entonces I'(P) actia libremente en F(P),
es decir, Stabpp)(®) = {e} para toda ® € F(P), con ¢ el automorfismo identidad.

Demostracion. Supongamos que -y es un automorfismo de P que fija una bandera ®. Sea ¥
una bandera arbitraria. Por existe una sucesion de banderas ® = ¢y, ®¢,..., P, =T
tal que ®;_; y ®; son ij-adyacentes para cada j € {1,...,k}; probemos que 7 fija a
U por induccién sobre k. Si k = 1 entonces ® y ¥ son adyacentes y el resultado se
sigue del Supongamos el resultado para toda n < k. Por hipdtesis de induccién
Pp_17 = Pp_1, luego

Wy = (D )y = (Bp_17) = B | = 0. u

Corolario 1.7. Si P es un poliedro abstracto, ® una bandera de P y v € T'(P), entonces
v estd determinado por la imagen de ®.

Los resultados anteriores muestran que los automorfismos en poliedros abstractos genera-
lizan el comportamiento de las simetrias en poliedros convexos y en teselaciones del plano,
donde las banderas pueden ser pensadas como tridngulos determinados por el vértice, el
punto medio de la arista y el centro de la cara. En el caso de los poliedros convexos la
accién en las banderas es libre pues si una isometria de E3 fija una bandera, entonces fija
4 puntos no-coplanares (la bandera y el centro del poliedro) de modo que debe fijar todo
punto. Algo similar sucede en las teselaciones del plano, pues si una isometria de E? fija
una bandera, entonces fija 3 puntos no-colineales.

En virtud del dadas dos banderas ® y ¥ existe a lo mas un automorfismo
v € T'(P) tal que &y = V. Intuitivamente, un poliedro es mas simétrico entre més au-
tomorfismos tiene, lo cual motiva la definicién de poliedro regular que usaremos en este
trabajo.

Definicién 1.8. Un poliedro P es regular si I'(P) actia transitivamente en F(P).

La definicién clésica de poliedro convexo regular siempre ha incluido alguna nocién de
congruencia y regularidad para las caras, asi como para la configuracién de caras alrededor
de cada vértice. De hecho, en [5], §2.1], Coxeter define un poliedro regular como aquel que
tiene caras y figuras de vértice geométricamente regulares. Observemos que la [definicidn 1.8
preserva esta nocién clasica de regularidad, pues note que si F'y G son elementos del mismo
rango de un poliedro regular abstracto P, entonces existe v € I'(P) tal que Fy = G. En
particular, cualesquiera dos caras son equivalentes bajo la accién de I'(P) (intuitivamente,
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i T

Figura 1.2

“congruentes”). Ademds, si F' es una cara (resp. un vértice) y pensamos a F' (resp. la figura
de vértice de F') como gréfica, entonces Stabpp)(F) < I'(P) actiia transitivamente en los
arcos (parejas vértice-arista incidentes) de F'. Por lo tanto, podemos decir que las caras y
las figuras de vértice son regulares (en el sentido de que tienen méaxima simetria posible),
preservando la nocién de regularidad de Coxeter.

Es importante mencionar que en el contexto de los poliedros abstractos no es suficiente
que las caras y las figuras de vértice de un poliedro P sean todas congruentes para que P
sea regular. Por ejemplo, el poliedro dado por el mapa en T? de la tiene caras
y figuras de vértice isomorfas (todas son 4-ciclos) y no es regular, pues I'(P) no actia
transitivamente en aristas y por lo tanto no actia transitivamente en banderas.

Ejemplo 1.9. A continuacién se listan varios ejemplos clasicos de poliedros regulares
abstractos sin argumentar la regularidad. En la se describen a detalle muchos
ejemplos més.

1. Los sélidos platénicos son regulares en el sentido abstracto.

2. Las teselaciones del plano con cuadrados, tridngulos equildteros y hexagonos regulares
son poliedros regulares.

3. El poliedro abstracto determinado por el mapa en T? de la [figura 1.1bfes regular.
4. El poliedro de la es regular.

Concluiremos esta secciéon con algunos resultados concernientes al grupo de automorfis-
mos de un poliedro regular.

Teorema 1.10. Un poliedro P es regular si y solo si para alguna bandera ® y para todo
i €{0,1,2} existe un automorfismo p; de P tal que

dp; = ¢’

Ademds, cada automorfismo p; es una involucion, es decir, p? =c.
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]

p1

PO

Figura 1.3: Teselaciones regulares del plano

Demostracion. Supongamos que P es regular, y sea i € {0,1,2}. Dado que I'(P) actua
transitivamente en F(P), existe un automorfismo p; de tal forma que ®p; = ®*. Observe
que ®p? = (®%)p; = (®p;)* = ® y en virtud de la [proposicién 1.6, p? = e.

Supongamos ahora que para alguna bandera ® y para todo i € {0,1,2} existe un au-
tomorfismo p; de P tal que ®p; = ®'. Sea ¥ una bandera de P, probemos que existe
un automorfismo 7y de tal forma que y(®) = V. Gracias a existe una sucesion de
banderas adyacentes

D=2y, Oq,..., 0, =0,

Procedamos por induccién sobre k. Si k = 1 entonces ® y ¥ son ¢-adyacentes para alguna
i € {0,1,2} y entonces ®p; = V. Supongamos cierto el resultado para toda j < k, entonces,
por hipétesis de induccién existe un automorfismo y de tal forma que &y = ®p_1. Sea
i € {0,1,2} de tal forma que ®;_1 y ¥ son i-adyacentes. Tomemos v = p;x y tenemos

Dy = Pp;x = (CIJi)X = (@X)i = };_1 =, [ |

El siguiente ejemplo ilustra la regularidad de las teselaciones del plano en virtud del

fteorema T.T0OL

Ejemplo 1.11. Las teselaciones del plano con cuadrados, trangulos y hexagonos regulares
son poliedros abstractos regulares, pues basta considerar los automorfismos inducidos por
las reflexiones indicadas en la

De la prueba del teorema 1.10]se puede deducir que los automorfismos pg, p1, p2 generan

a I'(P). Llamaremos a dichos automorfismos generadores distinguidos respecto a la bandera
base ®.

Note que si P es un poliedro regular, todas las caras (pensadas como subgrificas de
Sk!(P)) tienen el mismo nimero de aristas p (posiblemente infinito); de la misma mane-
ra, todos los vértices tienen el mismo grado ¢ (posiblemente infinito) en Sk!(7?). En tal
situacién diremos que el poliedro tiene tipo de Schlifli {p,q}.
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El tipo de Schlafli determina por completo a los poliedros regulares convexos. Mds atn,
si P es un poliedro convexo que tiene tipo de Schléfli, entonces P es regular (ver [16, §1B]).
En virtud de este resultado, normalmente se denota a los poliedros regulares convexos con
sus tipos de Schlafli; esta convencion serd usada mas adelante en este trabajo. En general,
existen poliedros abstractos con tipo de Schlafli que no son regulares (ver el poliedro de la
figura 1.2)).

Observe que si I'(P) es el grupo de automorfismos de un poliedro regular P de tipo de
Schlafli {p, q} v ® = {Fp, F1, F»} es la bandera base, entonces los generadores distinguidos
po, P1 Y p2 satisfacen las relaciones

o = Pt = p5 = (pop2)® = (pop1)? = (prp2)? = €. (1.1)
Ademas, se puede probar que
Stabrp) (F2) = (po, p1) = Dp,
Stabppy(F1) = (po, p2) = 02 x Oy, (1.2)
Stabrp) (Fo) = (p1, p2) = Dy,

con D, y D, los grupos diédricos en p y ¢ puntos, respectivamente, y Co el grupo ciclico
de orden 2 (ver [16l, Proposicién 2B7]).

En virtud de la el grupo de automorfismos de un poliedro regular de tipo
de Schléafli {p, ¢} es un coc1ente del grupo de Coxeter [p, ¢] definido por

[p,q] = (ro, 71,72 : 18 = 12 =13 = (rore)? = (ror1)? = (r112)? = ¢€).

De hecho, en el caso de los sélidos platénicos, los grupos [3,3], [3,4], [4,3], [3,5] ¥ [5,3]
son isomorfos a los grupos de automorfismos del tetraedro, octaedro, cubo, icosaedro y
dodecaedro, respectivamente; de manera similar, los grupos de automorfismos de las te-
selaciones regulares del plano con cuadrados, tridngulos equilateros y hexagonos regulares
tienen como grupo de automorfismos los grupos [4,4], [3,6] y [6, 3], respectivamente. El
isomorfismo mencionado viene dado por p; — r; para ¢ € {0, 1,2} (ver [16, Teorema 3A5]).
Ademds, es claro que [p, q] = [q, p], de modo que usualmente trabajaremos inicamente con
uno de los dos.

Una consecuencia de la jecuacion (1.2)|es la propiedad de la interseccion:
(piienN(pj:jeJ)={pp:kelnJ) (1.3)
para todos I,J C {0,1,2}.

Un grupo generado por involuciones pg, p1, p2 que satisfacen las [ecuaciones (1.1)|y |(1.3)|
es un C-grupo lineal de rango 3. Los grupos de Coxeter [p, ¢q] son C-grupos lineales. Todo
grupo de automorfimos de un poliedro regular es un C-grupo lineal. Se puede probar que
todo C-grupo lineal es el grupo de automorfismos de un poliedro regular abstracto, si el
lector estd interesado en esto, deberd consultar [16], §2E].
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1.2. Realizaciones euclidianas de poliedros regulares

En esta seccién revisaremos el concepto de realizacién euclidiana de un poliedro, el cual
sirve para pasar del concepto abstracto de poliedro a un objeto geométrico. Daremos va-
rios ejemplos y revisaremos algunas construcciones clédsicas. Si el lector estd interesado en
profundizar en esta parte de la teoria deberd consultar [16, §5A, §7E]

Definicion 1.12. Si P es un poliedro abstracto y denotamos por Py el conjunto de vértices,
una realizacion de P en el espacio euclidiano E? es una funcién 8 : Py — E3

Observe que no es claro que la definicién anterior rescate por completo la estructura de
‘P pues no considera elementos de P de rango distinto que 0. Sin embargo si Sy = [ es una
realizacion de P, P; es el conjunto de elementos de rango ¢ de P y definimos Vj como la
imagen de Py, es posible definir recursivamente, para i € {1,2}, 5; : P; — V; con V; C 2Vi-1
dado por

FpBi ={GBi-1:GePi1y G F}.

Es decir, las aristas de P se realizan como la pareja de vértices incidentes a ellas y las caras
como el conjunto de aristas incidentes a ellas.

Definicion 1.13. Si 8 es una realizacién de un poliedro P diremos que [ es discreta si
Vo es un conjunto discreto de E3. La realizacién 3 es fiel si las funciones By, 31 y B2 son
inyectivas.

Cuando no haya posibilidad de confusién, si 3 es una realizacion fiel de P nos referiremos
indistintamente como los vértices de P tanto a los elementos del orden parcial como a sus
imdgenes bajo . Dado que en E3 existe exactamente un segmento de recta entre dos
puntos distintos, en el caso de que P sea fielmente realizado, podemos identificar cada
arista con el segmento determinado por sus vértices.

En el contexto anterior, las funciones By y 1 inducen una realizacién geométrica de
la gréfica Sk!(P). Esta realizacién no necesariamente es un encaje, pues las aristas se
pueden intersectar en puntos que no sean vértices. En el se usard esta idea para
generalizar el concepto de realizacién al 3-toro.

Ademds de la estructura combinatoria de un poliedro, nos interesa hablar de las si-
metrias geométricas del mismo. Para ello observe que si 4 € I'(P), entonces v induce una
permutacion de los vértices de P y por lo tanto, de Vj := Py5. Esto motiva la siguiente
definicién:

Definicién 1.14. Una realizaciéon 8 de un poliedro P es simétrica si toda permutacién de
Vo inducida por un automorfismo + se extiende a una isometria de E3.
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Si se supone que Aff(Vp), el casco afin de Vj, es E3 entonces la manera de extender estas
permutaciones a isometrias es tnica. En tal caso, las isometrias que preservan a P forman
su grupo de simetrias, denotado por G(P). Observe que si la realizacién de P es simétrica,
G(P) induce una representacién euclidiana de I'(P), es decir, un homomorfismo de I'(P) en
I(E3), el grupo de isometrias de E3. En el caso de que la realizacién sea fiel, dicho morfismo
en inyectivo, es decir, la representacion es fiel.

Si Aff(Vp) & E3, se puede pensar que Aff(Vp) estd encajado en E? y definir una manera
canénica de extender las isometrias de Aff(1f) a isometrias de E? (ver [proposicién 2.12)) y
asi G(P) estd bien definido para toda realizacién f.

En el caso en que P sea un poliedro regular realizado simétricamente, denotaremos por
Ry, R1 v Ry las isometrias correspondientes a los generadores pg, p1 v p2, respectivamente.

Es importante mencionar que en este capitulo estamos interesados tinicamente en realiza-
ciones fieles, discretas y simétricas, de modo que en lo que resta de esta seccion, a menos que
se indique lo contrario, siempre que se use el término realizacién se entenderd realizacién
fiel, discreta y simétrica.

Clasificacién de poliedros regulares en E3

El problema de clasificar los poliedros regulares ha sido abordado desde la antigliedad y
los resultados se han ido ampliando en funcién de la definicién de poliedro regular que se
use. La clasificacién de los poliedros regulares en E3 presentada en este trabajo fue hecha
por B. Griilnbaum y A. Dress (ver [11,[8,9]). A pesar de que Dress trabajé con los poliedros
de una manera combinatoria en [8, 9], en este trabajo seguiremos las ideas de P. McMullen
y E. Schulte, quienes en [15] llegan a los mismos resultados de Dress. Por tal motivo, este
articulo junto con [16], §7E] deberdn ser la principal referencia para esta seccién.

La estrategia seguida por McMullen y Schulte en [I5] para llegar a la clasificacién consiste
en listar varias familias de poliedros de acuerdo a sus propiedades geométricas y combina-
torias. Finalmente estudian los posibles grupos de isometrias generados por involuciones
hasta agotar las posibilidades y asi concluir con la clasificacion. En este trabajo no entrare-
mos en todo detalle, simplemente describiremos los poliedros y sus propiedades, y daremos
generadores para sus grupos de simetrias.

Antes de proceder con la descripcién de los poliedros recordaremos dos construcciones
clésicas: la dualidad y la construccién del Petrial. Estas (y otras) construcciones estdn des-
critas algebraicamente y a detalle en [16, §7B], sin embargo en este trabajo nos enfocaremos
en las interpretaciones geométricas y combinatorias de dichas construcciones.
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7

(a) Poligono de Petrie (b) {4,3}™ ={6,4}3

Figura 1.4

Dualidad (§): En términos del orden parcial ésta es una construccién muy sencilla, los
elementos de P? son los mismos que los de P, solo resta invertir el orden, es decir, F' <5 G
en P? siy solosi F > G en P. De esta manera los vértices de P? corresponden a las caras
de P, las aristas de P° y las de P son las mismas y las caras de P° corresponden a los
vértices de P. Observe que si P es regular y (po, p1, p2) son los generadores distinguidos de
I'(P) entonces P? es regular y (p2, p1, po) son los generadores de T'(P9).

Construccidén del Petrial (7): El Petrial de un poliedro P, denotado P™ se puede des-
cribir de manera sencilla en términos de Sk!(P). Los vértices y las aristas de P™ coinciden
con los vértices y las aristas de P, sin embargo, las caras de P™ son los poligonos de Petrie
de P, es decir, los caminos de aristas de Sk!(P) determinados por la propiedad de que
cualesquiera dos pero no tres aristas consecutivas pertenecen a la misma cara de P (ver
lejemplo 1.2lf(iv)| y [igura 1.4}). Es importante mencionar que P™ no siempre es un poliedro
abstracto; sin embargo, en todas las situaciones en las que se mencione la construccién del
Petrial en este trabajo el resultado es un poliedro. En términos del grupo de automorfis-
mos, si P™ es un poliedro regular y (po, p1, p2) son los generadores distinguidos de I'(P)
entonces P™ es regular y (pope, p1, p2) actian como generadores de I'(P™) y por lo tanto
L(P)=T(P7™).

Observe que el Petrial es una construcciéon no solo combinatoria, sino geométrica. Es
decir, si P es un poliedro tal que P™ es un poliedro, toda realizacién fiel y discreta de P
induce una realizacién fiel y discreta de P™. En cambio la dualidad ofrece muy poco en el
ambito geométrico para poliedros no convexos, por ejemplo, el poliedro {oo, 3}(b) descrito

en lajpagina 21|tiene realizacién geométrica fiel y discreta, sin embargo ({oo, 3}(17))5 no tiene
realizacién fiel y discreta (al menos, no simétrica) pues cada vértice tiene grado infinito,
lo cual lleva a una cantidad infinita de puntos contenidos en una esfera y por lo tanto,
el conjunto de vértices no puede ser discreto. Para detalles acerca del comportamiento
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geométrico de la dualidad en poliedros convexos ver [12] §3.4].

Procedamos ahora a describir los poliedros regulares en E3. Como se mencioné antes,
los convexos regulares los identificaremos con su tipo de Schliafli. En general, seguiremos la
manera en la que los dividieron McMullen y Schulte en [I5] en familias de poliedros asi como
la notacién que usaron para nombrar a cada uno, la cual generaliza el tipo de Schléfli y fue
usada por Coxeter en [5] para algunos de los poliedros descritos en este trabajo. Si el lector
estd interesado en una descripcién detallada de los simbolos, le sugerimos revisar [15] p.
457].

Poliedros Regulares Finitos

De los poliedros clasificados en [15], 18 de ellos son finitos. No entraremos en mucho
detalle con ellos pues estdan descritos ampliamente en la literatura (ver, por ejemplo [5] p.
292]). Solo daremos coordenadas a sus vértices y los generadores de sus grupos de simetria,
asi como algunas figuras.

Naturalmente, los Sélidos Platénicos forman parte de la familia de poliedros
regulares finitos. Como ya se mencioné antes, el tetraedro tiene grupo de simetrias isomorfo
a [3, 3]; el grupo de simetrias del octaedro y del cubo es isomorfo a [3,4] y el del icosaedro
y del dodecaedro a [3,5].

En lo sucesivo no haremos distincién entre los grupos abstractos de Coxeter finitos [3, 3],
[3,4], v [3,5] y sus representaciones euclidianas inducidas por las simetrias de los sélidos
platénicos.

En la se dan explicitamente coordenadas a los vértices y los generadores del
grupo de simetrias de los sélidos platénicos donde

1

1
(51752763) = 5(7—'1: +y+7'712',.'17 - Tﬁly - Tza}ri r—TY +Z)

yT="
Ademsds de los sélidos platénicos, en la lista de poliedros regulares finitos estédn los Sdli-

dos de Kepler-Poinsot: el gran icosaedro {3, %} (figura 1.65]), el gran dodecaedro {5,%}
(figura 1.6b)) y sus duales, el gran dodecaedro estrellado {%, 3} (figura 1.6¢) y el pequeno do-

decaedro estrellado {%, 5} (figura 1.6d), los cuales se derivan del dodecaedro y el icosaedro.
Para detalles acerca de la construccién de estos poliedros ver [5, §6.2, §6.3].

Se puede probar que todos estos poliedros tienen como grupo de simetrias a [3, 5].

Con los solidos platénicos y los sélidos de Kepler-Poinsot hemos listado 9 poliedros
regulares finitos. Durante buena parte del siglo XX estos fueron considerados todos los
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Figura 1.5: Solidos Platonicos

Poliedro P Vértices Vértice Base Generadores de G(P)
Ry: (v,y,2) = Ri:(x,y,2)— Ray:(z,y,2)—
{3,3} {1, 1,1),(-1,-1,1), (1,1,1) (—y,—=,2) (z9,7) (y,,2)
(-1,1,-1),(1,-1,-1)}
{3,4} {%£(1,0,0),+(0,1,0),£(0,0,1)} (0,0,1) (2,9, ) (y,x, 2) (z, -y, 2)
{4,3} {(£1,£1,£1)} (1,1,1) (z,—y,2) (y,x,2) (z,y,2)
3,5} | {(0,£1,47), (&7,0,£1), (1, £7,0)} | (7,0,1) (2,9, —2) (61,2, &3) (z,—y,2)
{5,3} {(£1,£1, 1), (0, £, +77h), (r,771,0) (z,—y,2) (&1,&2,83) (z,y,—2)
(£771,0,£7), (£, 2771, 0)}

Tabla 1.1: Vértices y grupo de simetrias de los solidos platénicos
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() {5.3} () {3,5}
Figura 1.6: Sélidos de Kepler-Poinsot
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poliedros regulares finitos en E3 (ver [5, Tabla I]). Fue hasta hasta que Griinbaum en
[11] permitié que las caras de un poliedro no fueran planas e introdujo los Petriales, que
aparecieron los restantes 9 poliedros regulares finitos, que son precisamente los Petriales
de los 9 descritos anteriormente.

Concluimos con los poliedros regulares finitos en E3 con los diagramas de las
mes (1.4)|a|(1.6)} los cuales fueron introducidos por McMullen y Schulte en [15] y agrupan
los 18 poliedros finitos de acuerdo a su grupo de simetrias. En estos diagramas d y 7 re-
lacionan los poliedros a través de las construcciones de dualidad y del Petrial descritas
anteriormente. Ademds, 9 representa la construccion de Facetting usada por Coxeter en
[0, §6.3] para construir los sélidos de Kepler-Poinsot y descrita algebraica y combinatoria-
mente en [16], §7B].

Simetria de [3, 3]

(3,3} <"~ {4,3}3 (1.4)

Simetria de [3,4]
(6,4} <> {3,4} <2> {4,3} <> (6,3} (1.5)

Simetria de [3, 5]
{10,5} <= {3,5} <2~ {5,3} <~ {10, 3} (1.6)

Jos Jo»

(6,3} <"~ {53} <2>{3,5} <"~ {6.5}

Jos I@

{93} <"~ (5.3} <2 {3, 3} ="~ {¥, 5}

Es importante mencionar que en los diagramas de ((1.4)), (1.5 y (1.6 se usa una genera-
lizacién del tipo de Schlafli distinta a la nocién introducida en la Esta notacién,

asi como la usada en los diagramas de (1.7),(1.8) y (1.9) fue tomada de [15], donde se
explica a detalle. Para el caso de los sélidos de Kepler-Poinsot la notacién coincide con la

usada por Coxeter en [0, §6.2].

Finalmente enunciamos el teorema de clasificacién de poliedros regulares finitos en E3
tal y como aparece en [15] p. 461].

Teorema 1.15. La lista de 18 poliedros requlares finitos en (1.4), (1.5) y (1.6) es completa.
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Poliedro P Vértices Vértice Base Generadores de G(P)
Ry : (m,y) — Ry : (z,y) = Ry (z,y) =
(4,4 z? 0 (1—-zy) (y, ) (z, —y)
{3,6} X 0 (1—=z,y) (%x + @y, éx - %y) (@, —y)
63 | (D +x)u(G-PH+x)| G @-y | (Je+¥uPo-b)| -2y

Tabla 1.2: Vértices y grupo de simetrias de los poliedros regulares planos

Poliedros Regulares Planos y Mezclados

Como se menciond en el [gjemplo 1.2 las teselaciones del plano euclidiano E? son
poliedros abstractos. Ademads, en virtud del la teselacién con cuadrados, que

es auto dual, asi como la teselacién con tridngulos equildteros y su dual, la teselacion con
hexdgonos regulares son poliedros regulares; de hecho, sus grupos de simetria son [4,4] y
[3, 6], respectivamente ([16, Teorema 3A5]).

Precisamente las 3 teselaciones regulares del plano, junto con sus Petriales, los cuales
tienen caras infinitas, constituyen los 6 poliedros planos. De manera andloga a la seccion
anterior, resumimos esto en los siguientes diagramas.

Simetria de [4, 4]
{4,4} <> {00, 4}4 (1.7)
Simetria de [3, 6]

{00, 6}5 <" {3,6} <2>{6,3} == {00,3}¢ (1.8)

En la [tabla 1.2 damos explicitamente coordenadas para los vértices de las teselaciones
asi como los generadores para su grupo de simetrias. En dicha tabla tenemos

X = {(a,())—i— ((2)7\/2?;b> :a,beZ}.

Es importante sefialar que por ahora pensaremos los poliedros planos realizados en E?,
més adelante retomaremos el tema de encajar las realizaciones en E? y extender las simetrias
de los poliedros planos a isometrias de E?, para ello en ladiscutiremos de manera
detallada la estructura de I(E?).

Finalmente, concluimos con los poliedros planos enunciando el siguiente teorema del cual
se puede encontrar una prueba en [15, p. 464].
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Teorema 1.16. La lista de 6 poliedros requlares planos de y (1.§) es completa.

Diremos que una realizacion 8 de un poliedro P es mezclada si existen dos subespacios L
y M complementarios y mutuamente ortogonales tales que G(P) permuta los trasladados
de L (y por lo tanto de M). Diremos simplemente que P es mezclado si esta realizado por
una realizacién mezclada.

De acuerdo con [I5] existen 12 poliedros mezclados en E3. Los poliedros mezclados
estan relacionados con las teselaciones regulares del plano. Tres de ellos, los poliedros
{4,4}#{ }, {6,3}#{ } v {3,6}#{ }, tienen caras finitas no-planas. Otros tres, los polie-
dros {4,4}#{o0}, {6,3}#{oc0} v {3,6}#{00}, tienen caras infinitas helicoidales. Los otros
seis son simplemente los Petriales de los seis mencionados anteriormente y sus caras son zig-
zags infinitos. A continuacion describimos la construccién de dichos poliedros; la notacion
y nomenclatura ha sido tomada de [15].

Observe que Sk!({4,4}) es una gréfica bipartita. El poliedro {4,4}#{ } se construye
deformando los cuadrados de {4,4} en cuadrados no planos (los cuales serdn las caras
de {4,4}#{ }) al levantar por un pardmetro real o una de las partes de los vértices de

Sk!({4,4}) ortogonalmente respecto al plano que contiene a la teselacién (figura 1.7al).

Dado que Sk!({6,3}) es también una gréfica bipartita, podemos hacer la misma cons-
truccién que para {4,4}#{ }. El poliedro resultante tendrd hexdgonos no planos como

caras (figura 1.7b|).

En el caso de {3,6} no se puede usar la construccién anterior pues Sk'({3,6}) no es
una grafica bipartita. Los vértices de {3,6}#{ } son dos copias paralelas de los vértices
de {3,6} en planos a distancia o € R. Las caras de {3,6}#{ } son hexdgonos no planos
que dan dos vueltas a cada uno de los prismas triangulares determinados por dos caras

paralelas de las copias de {3,6} (figura 1.7¢).

El poliedro {4,4}#{occ} tiene como caras hélices sobre cuadrados. Se puede construir
a partir de la teselacién con cuadrados levantando, sobre cada cuadrado, una torre de
prismas de altura « y envolviendo sobre cada torre una hélice , de tal forma
que dos hélices sobre torres adyacentes difieran por una reflexién en el plano que contiene
a la pared de las torres. Con esta construccion, las hélices que quedan sobre cuadrados de
la teselacién que comparten arista giran en sentidos contrarios, de modo que el poliedro

tiene tanto hélices derechas como hélices izquierdas (figura 1.8b)).

Para el poliedro {3, 6}#{oc} se puede realizar la misma construccién que para el poliedro
{4,4}#{0o0} pero esta vez tomando la teselacién con tridngulos equildteros como base. El
resultado es un poliedro cuyas caras son hélices sobre tridngulos de tal manera que si dos
hélices estan sobre dos tridngulos de la teselaciéon que comparten arista, entonces difieren
por una reflexién y por lo tanto giran en sentidos opuestos.
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(c) {3,6}#{ }

Figura 1.7
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(a) Cara de {4,4}#{o0} (b) {4,4}#{oc}

Figura 1.8

Realizar exactamente la misma construcciéon sobre la teselaciéon de hexagonos es impo-
sible, pues el conjunto de caras de esta teselacion, a diferencia de las otras dos, no es
bipartito; es decir, las caras de {6,3} no se pueden colorear con dos colores de tal manera
que dos caras que comparten arista tengan distinto color. Esto se resuelve levantando una
hélice en cada sentido sobre cada uno de los hexdagonos de tal forma que las reflexiones por

aristas de {6, 3} se extiendan a reflexiones por planos ortogonales al plano que contiene a
{6,3}. El resultado es el poliedro {6, 3}#{oc0}.

Como se menciond antes, los otros 6 poliedros mezclados son los Petriales de los poliedros

descritos en los parrafos anteriores. En laftabla 1.3|se muestran los generadores de los grupos
de simetria de los poliedros regulares mezclados.

En [I5, Teorema 5.7] McMullen y Schulte prueban que la lista de 12 poliedros mezclados
mencionados anteriormente es completa.
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Poliedro P | Vértice Base Generadores de G(P)
Ry : (z,y,2) — Ry : (z,y,2) — Ry : (z,y,2) —

{4,43#( } 0 (1-zy.0-2) (v, ) (z,—y.2)
B3} | (380) | @ya-2) | (Je+ v Fo—fuz) | G-wp2)
{3.6)#( } 0 (-zya=-2) | (Jo+PyPo-yz) | @-p2)
{4, 4}#{o0} 0 (1-zy.0-2) (v, ) (&~ y.2)
63400 | (38.0) | @—pa-2) | e+ ¥y Fo-du—2) | (Q-wy2)
{3.6)#{oc} 0 (1-aya-2) | (bo+ Py, Fo-tv.-2) | @-v.2)

Tabla 1.3: Vértices y grupo de simetrias de los poliedros regulares mezclados

Poliedros Regulares Infinitos Puros

Como se mencioné antes, un poliedro es mezclado si es producto de una realizacion
mezclada. Si este no es el caso, es decir, si la realizacién de un poliedro no es mezclada,
diremos que la realizacion y el poliedro son puros.

Los poliedros finitos descritos anteriormente son poliedros puros. A continuacion descri-
biremos lo poliedros infinitos puros de E3 de manera geométrica. Ademds en la [tabla 1.4
se dan generadores para los grupos de simetria de dichos poliedros.

Comenzaremos la descripcién por los poliedros de Petrie-Cozeter descubiertos precisa-
mente por J.F. Petrie y H.S.M. Coxeter a principio del siglo XX y descritos a detalle en

[4].

El poliedro {4,6|4} tiene como vértices y aristas los vértices y aristas de la teselacién
{4,3,4} de E3 con cubos de lado 1 con vértices de coordenadas enteras. Las caras de {4,6]4}
son cuadrados cuyo centro es de la forma (3 +m+n, 2 +m—n,k), (3+m-+n,k, ++m—n)

o (k5 L+m+n, 2 +m —n) para algunos enteros m,n, k. De esta manera, alrededor de
cada Vertlce hay 6 cuadrados acomodados a manera se zig-zag . Observe que
con esta construccién, tres cuartas partes de los cubos de la teselacién {4, 3,4} tienen 4
caras en {4,6/4}, mientras que de la cuarta parte restante no se usa una sola cara para
esta construccion.

El poliedro {6,4]4} es el dual de {4,6[4} y se puede construir como sigue: los vértices
de {6,4]4 son los centros de las caras de {4,6[4}, dos vértices de {6,4|4} forman una
arista si las caras correspondientes comparten una arista en {4,6|4}; las caras de {6, 4[4}
son los hexagonos determinados por los centros de las caras incidentes a un vértice en
comin de {4, 6[4}. El resultado de esta construccién es un poliedro cuyos elementos son los
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vértices, las aristas y los hexdgonos de la teselacién uniforme de E? con octaedros truncados

(figura 1.9b)).

El poliedro {6, 6|3} puede ser descrito de manera similar a {6,4|4}, pues consta de los
vértices, las aristas y los hexdgonos de la teselacién uniforme de E3 con tetraedros regulares
y tetraedros truncados. Asi, alrededor de cada vértice hay 6 hexdgonos acomodados a

manera de zig-zag (figura 1.9¢)).

Las construcciones anteriores inducen otras tres realizaciones de poliedros infinitos pu-
ros: {00,6}44, {00,4}64 y {00,6}6,3. Estos poliedros son simplemente los Petriales de los
poliedros de Petrie-Coxeter. Las caras de éstos son helices infinitas.

Ademsds de los poliedros de Petrie-Coxeter y sus Petriales existen 6 poliedros infinitos
puros mas, tres con caras finitas y tres mas con caras helicoidales. Estos son los poliedros
{6,6}4, {4,6}6, {6,4}6, {00,4}..3, {00,3}(@) y {00, 3}®) los cuales describimos a continua-
cién.

Construyamos el 1-esqueleto de {6,6}4 como sigue: para cada cara de {4, 6|4} tracemos
una diagonal en direccién ((—1)*,1,0) si la cara estd en el plano z = k, en direccién
((—=1)*,0,1) si la cara estd en el plano y = k y con direccién (0,(—1)%, —1) si la cara
estd en el plano z = k. Estas diagonales serén las aristas de Sk!({6,6},) .
Los vértices son los vértices de {4,6]|4} determinados por estas diagonales, es decir, los

puntos de E3 cuya suma de coordenadas es par. Las caras de {6,6}4 son los hexdgonos
determinados por las 6 diagonales de las caras incidentes a los vértices de {4, 6|4} que no

son vértices de {6,6}4 (figura 1.11a)).

El poliedro {4, 6}¢ es el Petrial del poliedro {6,6}4, de modo que comparte el 1-esqueleto
ilustrado en la Como se mencioné antes, los cuadrados de {4, 6/4} son caras de
tres cuartas partes de los cubos de la teselacién de E3. Luego de observar esto, se puede
notar que las caras de {4,6}¢ son precisamente los cuadrildteros determinados por las 4
diagonales de las caras de cada uno de los cubos de la teselacién {4, 3,4} que tienen 4 caras

en {4,6/4} (figura 1.11b)).

Describiremos el poliedro {oo, 3}(b) en términos de su proyeccion al plano z = 0. Conside-
remos la torre de cubos de la teselacion {4, 3,4} que se levanta sobre el cuadrado de centro
(—%, —%,0). Construyamos sobre esta torre una hélice H de tal forma que los primeros
vértices de esta hélice de coordenada z no negativa sean o, (0,—1,1), (-1,-1,2), (-1,0,3)
y (0,0,4) (figura 1.12a)). Traslademos H por el grupo generado por las traslaciones respec-
to a los vectores de la forma (42,42, £2), de tal manera que las aristas de las hélices se
proyectan en los cuadrados de la Las aristas de {oo, 3}(6) que no se proyectan
sobre los cuadrados son aristas paralelas al plano z = 0 que “conectan” hélices cercanas

(figura 1.12c]).

Las caras del poliedro {co,3}() son hélices sobre cuadrados de tal manera que hay tres
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(a) {4,6]4} (b) {6,4]4}

(c) {6,6[3}

Figura 1.9: Poliedros de Petrie-Coxeter.
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Figura 1.10: Sk!({6,6}4) = Sk*({4,6}¢)

(a) {6,6}4 (b) {4,6}6
Figura 1.11
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(a) {o0,3}® (b) {o0, 3}

Figura 1.13

alrededor de cada uno de los vértices y cuyos ejes son paralelos a los ejes coordenados
(figura 1.13a)). A partir del poliedro {co,3}®) se puede construir el poliedro {co,3}(® el
cual es Petrial de {oo, 3}(b) y por lo tanto, tiene el mismo 1-esqueleto. Sus caras son hélices

sobre tridngulos de tal manera que hay 3 alrededor de cada vértice (ffigura 1.13b)).

Los poliedros {6,4}s y {00,4}. 43 son autopetrie, es decir, cada uno es isomorfo a su
Petrial, sin embargo tienen el mismo 1-esqueleto, el cual describiremos a continuacion.

Como se menciono anteriormente, en la construccién del poliedro {4, 6/4} los cubos de la
teselacion {4, 3,4} se dividen en dos: aquellos donde 4 de sus caras son también caras del
poliedro {4,6]4} y aquellos donde ninguna de las 6 caras estan en el poliedro. Los vértices
de Sk'({6,4}¢) son precisamente los centros de los cubos cuyos cuadrados son caras del
poliedro. Las aristas se forman entre dos vértices cuyos cubos correspondientes comparten

una cara en {4,6/4} (figura 1.14). La grafica Sk'({6,4}¢) se puede pensar también como

el trasladado de la grafica G por el vector (%, %, %), donde G es la subgrafica de la grafica

Sk!({4,3,4}) inducida por los vértices en Z3 \ X donde X es el conjunto de puntos de
coordenadas enteras de la forma (2m,2n,2k +1) y (2m + 1,2n + 1, 2k).
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(a) {6,4}¢
Figura 1.15

Las caras del poliedro {6,4}¢ son hexdgonos que coinciden con caminos de Petrie de
la mitad de los cubos de la teselaciéon {4,3,4} . Por otro lado, las caras
del poliedro {oo,4}. .3 son hélices sobre tridngulos cuyos ejes son rectas con direccién
(£1,+£1,£1) de tal manera que hay cuatro hélices alrededor de cada vértice (figura 1.15b|).

En [I5] McMullen y Schulte clasifican éstos poliedros, dicha clasificacién se resume en el
diagrama de , donde 7 y & son las construcciones descritas en la [pagina 10|y @2, o y
n se explican a detalle en [15] §3] y [16, §7B]. Ademads, en la|tabla 1.4/se dan generadores
explicitos para el grupo de simetrias de cada uno de los poliedros.
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Poliedro P | Vértice Base Generadores de G(P)
Ro:(z,y,2) » Ri:(z,y,2) » Ry:(z,y,2)—
{4,64} 0 (1-=,y,2) (y, @, —2) (z,2,y)
{6, 4]4} (3.3:0) (z,2,y) (y, @, —2) (1—=,y,2)
{6,6|3} 0 (x,1—2,1—1y) (y,x,—2) (x,2,9)
{o0,6}44 0 (1—x,2y) (y, @, —2) (z,2,y)
{00,4}6.4 (%,%,0) (1—2x,2,y) (y,xz,—2) (1—2,9,2)
{0,6}6,3 0 (2,1 —2,1—1y) (y,x,—2) (x,2,y)
{6,6}4 0 (1-—y,1—2,—2) (x,2,y) (y,x,—z)
{4,6}¢ 0 (1—2x,1-y,2) (z,2,9) (y,z,—2)
{o0,3}®) 0 (1-—y,1—2,—2) (z,—y,x) (y,x,—2)
{o0,3}(® 0 (1—-z1-y,z2) (2, —y, x) (y, 2, —2)
{6,4}6 (333 (y, x,—2) (z,2,y) (1-=z,1-y,z2)
{oo,4}. 43 (3:3:3) (y, @, —%2) (1-=z2y |(-=z1-y2)

Tabla 1.4: Grupo de simetrias de los poliedros regulares infinitos puros

{00, 4}6.4 <" {6,44} <2~ {4,6]4} <> {00, 6} 4.4

lo—
{00,4}. 43 16,

(6,4} <> {4,

|-

n
6}4 & {007 3}((1)
6} — = {00,3}®)

n

{00, 6}63 <— {6,63}






Capitulo 2

El 3-Toro

El 3-toro surge como generalizacién tridimensional del 2-toro, el cual tiene la topologia
que resulta al identificar por traslacién lados opuestos de un cuadrado. Antes de definir
formalmente al 3-toro T? repasaremos algunos resultados acerca de isometrias del espacio
euclidiano E3, pues, como veremos més adelante, a través de ellas se pueden estudiar las

isometrias de T3. En las y definiremos los grupos latiz y el 3-toro T3, y

entraremos en el estudio a detalle del grupo de isometrias de éste.

2.1. Isometrias de E?

En esta seccién estudiaremos las isometrias del espacio euclidiano E3. La mayorfa de
los resultados presentados en esta seccién se extienden de manera sencilla al espacio n-
dimensional E"; sin embargo, para fines de este trabajo es suficiente restringir al caso
n = 3 y ocasionalmente n = 2. Se procura que la teoria desarrollada en esta seccion sea
auto-contenida, sin embargo ésta se basa en los resultados desarrollados en [21, Ch. 2|, de
modo que si el lector estd interesado en profundizar en este estudio se recomienda consultar
esta referencia.

En este trabajo se piensa al espacio euclidiano E™ con su métrica usual, la cual denota-
remos por d. Por isometria se entiende una biyeccién S : X — X (donde X es usualmente
E3 y ocasionalmente E2) que preserva la distancia, es decir d(z,y) = d(zS,yS) para todo
z,y € X. Es importante mencionar que en este trabajo evaluaremos las isometrias por la
derecha, esto con el fin de ser consistentes con el hecho de considerar acciones derechas en
el capitulo anterior.

Comencemos por recordar una estructura familiar en la teoria de grupos.
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Definicién 2.1. Si N, H < G son grupos tales que N <G, NNH = {e} y NH =G
decimos que G es el producto semidirecto de N y H y escribimos G = N x H.

La siguiente proposicion describe propiedades elementales del producto semidirecto, si el
lector estd interesado en la prueba se recomienda ver [20, lema 7.20]

Proposicion 2.2. Si N, H < G son tales que G = N x H, entonces
1. H~G/N.
2. Dado g € G existen unicos n,n € N, h € H tales que g = nh = hn.

3. Eziste un homomorfismo A : G — G tal que Ker(A) = N y A(h) = h para todo
heH.

El objetivo de esta seccién es demostrar que I(E?) = T(E?) x O(3), donde O(3) es el
conjunto de isometrias lineales de E3 y T(IE?) es el grupo de traslaciones de E3. Comenzare-
mos entonces estudiando el grupo de isometrias lineales O(3) con la intencién de llegar a la
[proposicion 2.4] la cual clasifica éstas isometrias. Sin embargo, comenzaremos por entender
el grupo O(2) de isometrias lineales de E2.

Lema 2.3. Sea S una isometria lineal del plano euclidiano E?, entonces S es la identidad,
una reflexion respecto a una recta que contiene al origen o una rotacion respecto al origen.

Demostracion. Tome {e1,es} la base canénica de E2. Dado que S es isometria, entonces
{e15,e25} es una base ortonormal de E2, en particular |e;S| = 1 y por lo tanto e;S =
(cos 0, sin #) para algin 6 € [0, 27]. Ademads 1.5 L e2.S de modo que e2S = £(—sin 6, cos ).
Si egS = (—sinf, cosf), entonces S es la rotacién en el origen por un dngulo 0, si e2S =
(sin @, — cos ), entonces S es la reflexién respecto a una recta por el origen que forma un
angulo g con el eje z. |

Una vez probado el lema anterior, el resultado andlogo para el caso 3-dimensional es
sencillo. La [proposicién 2.4 ofrece la clasificacién de las isometria de O(3), donde ademas
de la identidad, las reflexiones en planos y las rotaciones respecto a rectas aparecen las
reflexiones rotatorias alrededor del origen o, las cuales son la composicién de una reflexion
en un plano II que contiene a o y una rotacién respecto a la recta perpendicular a II en o.

Proposicién 2.4. Si S es una isometria lineal de E3, entonces S es o bien la identidad,
una reflexion respecto a un plano que contiene al origen o, una rotacion respecto a una
recta que contiene a o o una reflexion rotatoria alrededor de o.
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Demostracion. Dado que S es lineal y su polinomio caracteristico tiene grado 3, entonces
S tiene un valor propio A € R, y como S es isometria, A = £1. Sea v un vector propio
para A y L el subespacio generado por v. Note que L queda invariante respecto a S y por
lo tanto, IT := L' es invariante bajo S. Por el la restriccién de S a II, la cual

denotamos por Sp, es una rotacién respecto al origen o una reflexién.

Resta analizar los posibles casos. Si A = 1 y St es rotacién, entonces S es rotacion
respecto a L. Si A = 1 y Sy es reflexién respecto a una recta [, entonces S es la reflexién
respecto al plano que contiene a [ y L. Si A = —1 y Sp es rotacién, entonces S es la
composicion de la reflexién respecto a Il y la rotacion respecto a L con el mismo angulo
que St. Finalmente, si A = —1 y Spy es reflexion respecto a la recta [, entonces S es el
medio giro respecto a la recta [. |

Una vez clasificadas las isometrias de O(3) comenzaremos a estudiar la estructura de
I(E3). El siguiente resultado es importante pues caracteriza las isometrfas de I(E?) que
estan en O(3) en términos de su accién en E3.

Lema 2.5. Si S es una isometria de E3 que fija el origen o, entonces S es una transfor-
macion lineal, es decir S € O(3).

Demostracion. Sea {e1, e, e3} la base canénica de E®. Dado que S es isometria, tenemos
que
[|zS — e;S|| = d(zS,e;S) = d(x,e;) = ||z — e

para todo x € E3 y toda i € {1,2,3}. Elevando al cuadrado la ecuacién anterior tenemos

lzS —eS|I* =z —eill?,

S| = 2(xS - e:S) + |eiS|? = [la]* = 2(z - es) + |lesll?,
de donde
S-S =x-¢;

para todo z € E3 y toda i € {1,2,3}. Esto es gracias a que ||2S|| = |lz|| v ||le:S|| = ||e:] ya
que S es una isometria que fija a o.

Dado que S es isometria, {15, €25, e35} es una base ortonormal de E3 y entonces

3

3
xS = Z (xS -€;S)e; S = Z(az - e;)e;pS

i=1 =1

para todo z € E3.
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Sea T la transformacién lineal definida por e;7 = ¢;S para cada i € {1,2,3}. Ya que
{e1,e2,e3} es base ortonormal,

3
2T = (Z(x . ei)(ei)> T
3

= > (z-e)(eT)
=1
3

= ) (z-e) (@)
=1
= x5

para todo = € E? y por lo tanto S =T y S es lineal. [ |

Lema 2.6. Si S es una isometria, existen tinicos S’ € O(3) yt € T(E?) tales que S = S't.

Demostracién. Sea v = oS con o el origen de E3 y sea t la traslaciéon por —v. Observe que
05t = oy por el St =S5 € O(3), de donde S = S't. Ahora, si Sit; = S = Sjt,
con S; € O(3) y t; € T(E?) parai € {1,2}, se tiene que (S5)~1S] = tat; ' Pero (S)~1S] €
O(3) y tat;* € T(E?); ademds O(3) N'T(E) = {id}, pues los elementos de O(3) fijan a o y
el tinico elemento de T(E?) que fija a o es id. De aqui se sigue que S| = Sy y t; =to. B

El siguiente lema nos permitird probar la normalidad de T(E?) en I(E?), de hecho, nos
permita mostrar explicitamente la accién de conjugacién de las isometrias lineales en el

grupo de traslaciones, lo cudl serd de suma importancia en la
Lema 2.7. Sit, es la traslacion por el vector v y S € O(3), entonces S~™'t,S = t,s, la
traslacion por vS.
Demostracién. Para todo = € E? se tiene
()S™1t,S = (S~ 1t, S

= (2871 +v)S
=z +vS.

Por lo tanto, S™1t,S = t,s. [ |

Del lema anterior, la normalidad de T(IE?) es inmediata, pero podemos probar un resul-
tado ligeramente mas fuerte.
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Corolario 2.8. 9i G < I(E3) y T es el subgrupo de traslaciones de G, entonces T <1 G; en
particular T(E3) < I(E3).

Corolario 2.9. Si S es una isometria de E3, entonces existe una tinica isometria S' € O(3)
y traslaciones t y t tales que S = S't = t5’.

Demostracién. La existencia de S’ y t tales que S = S’t se siguen del En virtud
del corolario anterior tome # = S't(S’)7!, y se tiene que

S=8t=81S)1s =15

La unicidad de ¢ se sigue de la unicidad de S’ y t probada en el |

Observe que con los resultados a los que hemos llegado hasta ahora tenemos las he-
rramientas necesarias para probar el siguiente teorema. Este teorema nos describe por
completo la estructura del grupo I(E3) y puede ser utilizado, por ejemplo, para clasificar
las isometrias de E3. Para fines de este trabajo dejaremos esta direccién hasta aqui, en
secciones posteriores se usaran los resultados aqui desarrollados para estudiar a detalle el

grupo de isometrias de T3 (definido en la [seccién 2.2) y los grupos de simetrias de los
poliedros regulares.

Teorema 2.10. Si I(E3) es el grupo de isometrias de E®, O(3) es el grupo de isometrias
lineales y T(E3) es el grupo de traslaciones de E3, entonces I(E?) = T(E3) x O(3).

En virtud del teorema anterior y la [proposicién 2.2| tenemos un homomorfismo A :
I(E3) — I(E?) tal que Ker(\) = T(E?) y A(S") = S’ para toda S’ € O(3). Se tiene
entonces que \(tS") = 5’5 a A(S) le llamaremos parte ortogonal de S. Este homomorfismo
motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.11. Si G < I(E3) el grupo especial de G, denotado G, es la imagen de G
bajo el homomorfismo A es decir,

Go = MG) = {S' € O(3) : existe t € T(E®) con tS’ € G} < O(3).
Una vez determinada la estructura de I(E?) es sencillo definir una manera canénica de

encajar I(E?) en I(E3). Es decir, si tenemos un encaje isométrico n : E? — E? (en el
sentido de que la métrica de E3 restringida a n(IE?) es la misma que la métrica en E?) nos
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gustarfa definir un homomorfismo inyectivo de grupos 7 : I(E?) — I(E?) tal que si S es
una isometria de E2, entonces el siguiente diagrama es conmutativo.

E2 25 E2 (2.1)

s 15)_ g3

Este homomorfismo se puede encontrar de manera sencilla si suponemos, sin pérdida de
generalidad, que 1 manda el origen de E? en el origen de E3 y que (1,0) AN (1,0,0) y
(0,1) N (0,1,0), de modo que E?n es el plano z = 0 en E3.

Las mismas técnicas usadas en los resultados de esta seccién prueban que I(E?) =
T(E?) x O(2), donde T(E?) y O(2) son las traslaciones y las isometrias lineales de E?, res-
pectivamente. Esto implica que si S es isometria de E2, entonces existen tinicos ¢ € T(E?)
y S € O(2) tales que S = tS’. Una vez observado esto, resta definir el homomorfismo en
las traslaciones y en las isometrias lineales de E2.

Observe que hay un encaje natural de T(E?) en T(E?) que manda la traslacién por = en
la traslacién por zn. Ahora, si S € O(2), defina 7(.S) como la tnica transformacién lineal
de E? que satisface e;7(S) = e;Sn, para i € {1,2} v e37(S) = e3. Tenemos que {e;7(S)},
i € {1,2,3} es una base ortonormal de E3, de donde 7(S) es una isometria, lo cual define
el homomorfismo para las isometrias lineales. Con esta definicion es claro que el diagrama
de la es conmutativo para traslaciones y para isometrias lineales.

Note que, en virtud de la definicién de 7] para las isometrias lineales y del si
S € 0(2) ytec T(E?) es la traslacién por v, entonces

7(S™1tS) = (s~ Ha(t)a(s),

pues el lado izquierdo esta igualdad es la traslacién por vSn, que es igual a (vn)7(S), que
es precisamente el vector de traslacion del lado derecho de la igualdad.

Con lo dicho hasta ahora podemos probar la siguiente proposicion, con la cual concluimos
esta seccién.

Proposicién 2.12. Sea I(E") = T(E™) x O(n) el grupo de isometrias de E™, para n €
{2,3}. Entonces existe un homomorfismo inyectivo 7 : I(E?) — I(E?) de tal manera que el

diagrama de la|ecuacion (2.1) es conmutativo.

Demostracion. Defina 17 como se mencioné antes para las traslaciones y las isometrias
lineales. Ahora si S € I(E?) es una isometria con S = tS’, t € T(E?), S’ € O(2), defina
7(S) = 7(t)n(S’). Esta funcién estd bien definida pues la manera de escribir a S como
producto de una traslacién por una isometria lineal es tinica. Observe ademéas que si S = St
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entonces 7(S) =Probemos que 7 es homomorfismo. Sean S; = ¢;S], para i € {1,2}, dos
isometrias de E2 con t; € T(E?) y Si € O(2) y defina t2 = Sjt2(S]) ™!, entonces

7(S152) = 7i(t151t253)

(t11251.55)

(t1t2)7(S153)

= 7(t1)7(t2)7(S1)7(53)
7(t1)7(S1)7(t2)7(S5)
(S1)1(S2).

La inyectividad de 7 se sigue de la inyectividad de 7] restringida a las traslaciones y a las
isometrias lineales. |

Observe que, a pesar de que esta prueba se realizé para un encaje de E? en E3, la técnica
se generaliza de manera sencilla para un encaje E" en E™ con n < m, de modo que es
posible pensar a los grupos de isometrias I(E™) anidados conforme n crece.

2.2. Grupos latiz y el 3-toro

En esta seccion definiremos y estudiaremos los grupos latiz, que son ciertos subgrupos
del grupo de traslaciones T(IE3). A partir de éstos definiremos al 3-toro y estudiaremos su
grupo de isometrias I(T?). En particular, daremos una caracterizacién de las involuciones
en I(T?) en términos de la geometria de los grupos latiz. Estos resultados serdn de vital
importancia en el pues como se vio en el capitulo anterior, los grupos de simetria
de los poliedros regulares estan generados por involuciones.

Comenzaremos la seccién por estudiar los grupos latiz y sus propiedades elementales.
Diremos que un conjunto de traslaciones es linealmente independiente si el conjunto de
vectores asociado es linealmente independiente.

Definicién 2.13. Sea 1 < d < 3. Un grupo latiz A de rango d en E? es un subgrupo de
T(E3) generado por d traslaciones %1, ..., t; linealmente independientes de E3. Ademas, si
v; es el vector de traslacién de t; y V = L(v1,...,v4) es el subespacio vectorial generado
por los vectores v1, . .., vq4, entonces diremos que A es un grupo latiz en V' y que el conjunto
{v1,...,v4} es una base para el grupo latiz A.

Observe que como grupo abstracto, todo grupo latiz de rango d es un grupo libre abeliano
de rango d, es decir, isomorfo a Z?. Sin embargo, nuestro interés se centra en estudiar la
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geometria de estos grupos, para lo cual introduciremos el concepto de latiz de puntos. Sin
embargo, antes de ir en esa direccién enunciaremos el siguiente teorema, el cual nos da un
primer acercamiento a la geometria de los grupos latiz. Una demostracién del mismo se
puede encontrar en [21, p. 192].

Teorema 2.14. Si A es un grupo latiz, entonces A actia discretamente en E3, es decir,
la orbita de cada punto es un subconjunto discreto.

En particular, el teorema anterior nos dice que siempre es posible tomar una traslacién
en A cuyo vector tenga longitud minima. Este hecho serd de suma importancia al estudiar
las latices de puntos, las cuales definimos a continuacion.

Definicién 2.15. Sea A = (t1,...,tq) un grupo latiz de rango d en el espacio d-dimensional
V, para 1 < d < 3, con t; la traslacién por el vector v;, para i € {1,...,d}. La latiz de
puntos asociada a A, denotada por A, es la érbita del origen o bajo la accion de A, es decir,
el conjunto

A=0A={mv1+ - +mgug:my,...,mq € ZL}.

Usando la notacién de la definicién anterior, diremos que el conjunto {v; ...,v4} es una
base para la latiz A. Con esta convencion, si vi,...,vg son vectores linealmente indepen-
dientes, nos referiremos a la latiz generada por v1,...,vq como a la latiz asociada al grupo
generado por las traslaciones respecto a los vectores vy, ..., vg4.

Mostraremos algunos ejemplos a continuacion, los cuales usaremos para definir algunas
latices de importancia para nuestro trabajo.

Ejemplo 2.16. En estos ejemplos, {ey, ..., e,} denotan la base estandar de E". Seguiremos
la notacién de [16], §6D].

(i) Denotaremos por Ay la latiz de cuadrados, la cual es la latiz de E? generada por
{e1,e2}, es decir, el conjunto de puntos de E? de coordenadas enteras.

(ii) La latiz de centros de cuadrados, denotada por A1,1), es la latiz de E? generada por
los vectores e; + e2 y e; — eo y consta de los puntos de E? de coordenadas enteras
cuyas coordenadas tienen la misma paridad.

(iii) De manera andloga al caso bidimensional, definimos la latiz de cubos o latiz cibica
como la latiz de E? generada por {ei,es,e3}, es decir, el conjunto de puntos de
coordenadas enteras de E3. Denotamos esta latiz por A 0,0) (figura 2.1a).

(iv) Definimos la latiz de centros de cubos, denotada por Ay j 1), como la latiz generada
por los vectores 2eq1, 2e2 v €1+ e+ e3. Consta de los puntos de 73 cuyas coordenadas
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tienen la misma paridad. Esta latiz se puede entender también como los vértices y
los centros de los cubos de una teselacién con cubos de lado 2 (figura 2.1b|).

(v) La latiz de centros de caras, la cual denotaremos por A(j 1 ), es la latiz de E? generada
por los vectores e; +ea, €1 +e3 y es +e3. Consta de todos los puntos de 73 cuya suma
de coordenadas es par. Observe que esta latiz consta de los vértices y los centros de

caras de una teselacién de cubos de lado 2 (figura 2.1¢|).

Denotaremos por A(q.0), A1,1), A1,0,0)) A1,1,1) ¥ A(1,1,0) los correspondientes grupos
de traslaciones para las latices definidas en éstos ejemplos.

Observe que en virtud del [teorema 2.14} toda latiz es un subconjunto discreto de E3.

Con la notacién de la [definicion 2.15) si d < 3 y w ¢ V, denotaremos por A @ w a la
latiz asociada al grupo (A, t,). Usualmente identificaremos la latiz A o) con la sublatiz
de A1,0,0) generada por ey y ez. Asi, por ejemplo, A o) = A1) @ es.

Si A es una latiz generada por los vectores vy, ...,vgy T' € GL4(R) es una transformacién
lineal denotaremos por AT a la latiz generada por los vectores v17,...,v4T. Si T es la
dilatacion por un factor a € R, entonces denotaremos a AT como aA; los correspondientes
grupos de traslaciones seran denotados AT y aA.

Observe que los grupos latiz tienen la propiedad de actuar libremente en E3, es decir, el
tinico elemento del grupo que deja fijo a un punto de E? es id. En virtud del
los grupos latiz son grupos discretos. Estas dos propiedades permiten construir varieda-
des geométricas a partir de grupos de isometrias. En este trabajo nos concentraremos en
el 3-toro, definido a continuacién. A pesar de que muchos de los resultados aqui presen-
tados provienen de resultados mas generales, éstos salen de nuestro interés; si el lector
estd interesado en profundizar en esta direccién puede consultar [16, §6A] o [19) §8.1, §8.2].

En lo sucesivo, a menos que se indique explicitamente lo contrario, siempre que usemos
el término grupo latiz nos referiremos a un grupo latiz de rango 3.

Definicion 2.17. Si A es un grupo latiz de rango 3, el 3-toro Ti asociado a A es el espacio
de orbitas de A, es decir,
T3 =E*/A = {2A : x € E3}

dotado de la métrica cociente dp (ver [lema 2.19). Si no hay ambigiiedad respecto a A

denotaremos a T3 simplemente T? (como lo hemos venido haciendo hasta ahora).

Si denotamos por d a la métrica usual de E? podemos definir la funcién dy : ’]1‘31’X X ']I‘?A - R
dada por
dA({L‘A,yA) = inf{d(:):tl, th) 2 t1,t9 € A} (2.2)
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(1,1,0)

(c) A

Figura 2.1
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Observe que esta funcién estd bien definida pues si 2’,y’ son tales que z’A = zA y
y'A = yA, entonces {d(xt1,yts) : t1,to € A} = {d(a't1,y't2) : t1,t2 € A}.

El objetivo de los siguientes resultados es probar que da es una métrica para ’]I‘i.

Lema 2.18. Si dp es la funcion definida en la|ecuacion (2.2), entonces
da(xA,yA) = min{d(x,yt) : t € A}

para todos xA,yA € T3.

Demostracion. Observe que si t1,t2 € A, entonces d(xty, yte) = d(z, ytgtl_l) y por lo tanto
da(zA,yA) = inf{d(z,yt) : t € A}.

Veamos que tal infimo se alcanza. Sea r = inf{d(x,yt) : t € A}, probemos que existe s € A
tal que d(z,ys) = r. Dado que r es un infimo, para cada n € N existe y, € yA tal que
Yn € B, 1(7), la bola de radio r + 1 con centro en z. De modo que, o bien existe s € A
tal que d(gc, ys) = r, o bien hay una infinidad de elementos de la 6rbita de y en el conjunto
K ={z € E3:r <d(z,z) < d+1}. Sin embargo, esto tltimo es imposible pues el conjunto
K es un subconjunto compacto de E3, asi que si hubiera una infinidad de puntos de yA en
K, la érbita de y tendria un punto de acumulacién, contradiciendo el [ |

Lema 2.19. Si A es un grupo latiz de rango 3 en E3 y d es la métrica usual de E3, la
funcion dp : ’]I‘i — Ti definida en la|ecuacion (2.2)| es una métrica para Ti.

Demostracion. Claramente dp > 0. La simetria de da se sigue de la simetria de d y por el

lema 2.18| da (zA,yA) = 0 si y solo si xA = yA. Sean zA,yA, zA € T3, por el lema 2.18

se tiene que

da(zA,yA) + da(yA, zA) = d(z, yt1) + d(yt1, zta)

para algunos t1,t2 € A, luego
d(z,yt1) + d(yt1, zta) > d(z, zta) = da(zA, zA),

lo cual prueba la desigualdad del tridngulo. |

Es posible demostrar que la métrica cociente dp induce la topologia cociente en ']I‘3A.
Ademas, se puede probar que cada punto de ']I‘i tiene una vecindad isométrica a un abierto
de E3, lo cual convierte a T?;x en una 3-variedad con geometria euclidiana. De hecho, se
puede hacer una visualizacién andloga a la clasica representacién del 2-toro a partir de
un paralelogramo identificando lados opuestos por traslacién. Para ello introduciremos los
siguientes conceptos :
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Definicién 2.20. Un subconjunto abierto D C E3 es una regidn fundamental para un
grupo de isometrias G C I(E?) si E3 = UQGG(D)g y DgNDg = 0 si g # ¢, donde D
denota la cerradura de D. Diremos que D es un dominio fundamental si es una region
fundamental conexa. Intuitivamente, en D estdn representados todas las érbitas de tal

manera que en D hay a lo mas un punto de cada érbita.

Ejemplo 2.21.

» Si A es un grupo latiz con base {v1,...,v4} entonces el interior del paralelepipedo
P(v1,...,v4) determinado por el origen y los puntos vy, ...,v4 es un dominio funda-
mental para el grupo A

» Si A C I(E?) es un grupo latiz, el dominio de Dirichlet Dir(A) (centrado en el origen
0) es el conjunto de puntos = € E? cuya distancia al origen o es menor que a cualquier
otro punto de la érbita de o. Es decir

Dir(A) = {z € E3 : d(o,z) < d(o,xt) Vt € A\ {id}}.

Observe que si D es una region fundamental para un grupo discreto de isometrias G que
actia libremente en E3, entonces D N Dg C 9D para todo g € G\ {id}. Se puede probar
que si D es un dominio fundamental (por ejemplo, el dominio de Dirichlet para los grupos
latiz), entonces E3/G es isométrico a D U dD/ ~, donde ~ identifica dos puntos de 9D si
pertenecen a la misma érbita. De esta manera obtenemos un analogo a la representacién
clasica del 2-toro como un paralelogramo con lados identificados para los grupos latiz y
el 3-toro. No entraremos en los detalles de estos resultados, mas bien daremos algunos
ejemplos ilustrativos. Si el lector estd interesado en profundizar en esta direccién, puede
consultar [19] §6.5].

Ejemplo 2.22.

(i) Si A = A(1,0,0), entonces T3 es isométrico a un cubo identificando caras paralelas

por traslacién (figura 2.2aj).

(ii) Si A = A(,1,1), entonces T:}x se puede visualizar como un octaedro truncado identifi-
cando cuadrados opuestos por traslaciéon y hexdgonos opuestos por traslacién (figu-|

Fa 231,

(iii) Si A = A(1.1,0) T3 es isométrico a un dodecaedro rémbico cuyas caras opuestas se
identifican por traslacién (figura 2.2c]).

Una vez que hemos definido una métrica en ']I'?I’\ tiene sentido preguntarnos por las iso-
metrias de ’]I‘i. El objetivo de lo que resta de esta seccién es entender a profundidad el
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(a) DiT(A(l,o,o))

—

d

(b) Dir(A(1,1,1))

NN

T
(c) Dir(A(LLo))

Figura 2.2
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grupo de isometrias del 3-toro ’]I'i en términos de la geometria del grupo A. Una primera
aproximacion para buscar isometrias de Ti es estudiar las isometrias de E? que inducen
isometrias en T3, es decir, las isometrias S de E? tales que existe S e I(T3%) de manera
que el diagrama

E3 —5 - E3 (2.3)

N

3 5 3
TA > T
conmuta, donde mA es la proyeccién al cociente.

El siguiente teorema describe la estructura de I(’H‘;’\) en términos del grupo A. Enuncia-
remos el teorema sin demostracién; una prueba se puede encontrar en [19, §8.1].

Teorema 2.23. Sea A un grupo latiz. Sea Nygsy(A) el normalizador de A en I(E?),
entonces
L(TR) & Nygs)(A)/A,

en particular, S € I(E?) induce una isometria S ']T3A — 'I[“j’\ que hace conmutar el diagrama
[2.3) siempre que S € Nygs)(A).

El resultado anterior nos dice que las isometrias que hacen conmutar el diagrama
son precisamente aquellas que normalizan a A, y mas aun, que toda isometria de TE,)’\ se
construye de ésta manera, es decir, que toda isometria de ']I“j’\ se puede “levantar” a E3. Con
este criterio, por ejemplo, podemos ver que todas las traslaciones de E? inducen isometrias
de T3 pues éstas conmutan con los elementos de A.

Determinar Nygs)(A) en términos algebraicos en general no es ficil. Sin embargo las
latices nos ofrecen una alternativa relativamente sencilla para determinar cudndo una iso-
metria normaliza al grupo latiz.

Lema 2.24. Sea A un grupo latiz con latiz A y sea S = tS’ € I(E3) con t € T(E?) y
5" € O(3). Si Nygs)(A) es el normalizador de A en I(E®), entonces S € Nygs)(A) siy
sélo si S’ preserva a A.

Demostracion. En virtud del S~1t,S es la traslacién por vS’ siempre que t, sea
la traslacién por v. De modo S™'t,S € A para todo v € A si y solo si vS’ € A para todo
v €€ A. |

Gracias al lema anterior, la inversién central en el origen —id induce una isometria en
T3 para todo grupo latiz A, pues siempre preserva a la latiz A. Recuerde que si G' < I(E?),

entonces el grupo especial de G (ver |definicion 2.11|) es denotado por G,. Dadas estas dos
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observaciones, conviene definir para G < I(E?) el grupo especial aumentado, denotado por
G, como el grupo (G,, —id). Combinando los resultados obtenidos en esta seccién, podemos
enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.25. Sea S = tS' € I(E?) una isometria de E3 cont € T(E3) y S’ € O(3). Sea
A un grupo latiz con latiz A, Nygsy(A) el normalizador de A en I(E3) y ma : B3 = T3 la
proyeccion al cociente. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) S induce una isometria S T?}x — Ti tal que el siguiente diagrama es conmutativo:

E3_5 . 3
ml lm
S
T3 > T3

(i) S € Nys).

(iii) S' € Nyggs).-

(iv) S" preserva a A.
(v) (S)o < Nys)-

(vi) (S)o preserva a A.
(vii) (S), preserva a A.

En la usaremos fuertemente le resultado anterior para clasificar las latices
invariantes bajo involuciones de I(E?).

2.3. Latices invariantes bajo isometrias.

En virtud del estudiar las isometrias de ’]I‘i es equivalente a estudiar las
isometrias de E? que dejan invariante a A. En esta seccién estudiaremos la estructura de las
latices invariantes bajo isometrias, en particular de aquellas invariantes bajo involuciones,
pues como se menciond antes, los grupos de simetria de los poliedros regulares estan ge-
nerados por involuciones. Mucho del trabajo de esta seccion fue desarrollado por Hubard,
Orbanié, Pellicer y Weiss en [13], de modo que seguiremos la notacién y la nomenclatura
usada por ellos.

Como ya se mencion6 antes, T(IE3) normaliza a todo grupo latiz A, de modo que podemos
restringir nuestro trabajo a isometrias ortogonales. Ademas, la inversion central en el origen
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—id siempre preserva a las latices, de modo que si estamos interesados en involuciones
ortogonales, resta restringir nuestro trabajo a reflexiones y medios giros en planos y lineas
que contienen al origen, respectivamente, pues gracias a la [proposicion 2.4l ademas de
—id, éstas son todas las isometrias ortogonales involutorias. Sin embargo, el siguiente lema
muestra que podemos restringirnos dnicamente a reflexiones.

Lema 2.26. Sea R una reflexion respecto a un plano I que contiene al origen o. Sea L la
recta ortogonal a 11 por o, y S el medio giro respecto a L. Entonces R preserva A si y solo
si S preserva a A.

Demostracion. Se sigue del hecho de que S = —R y de que —id siempre preserva a A. H

Antes de describir la estructura de las latices invariantes bajo reflexiones, observe que
dada una latiz A, en general tiene mas de una base. El trabajo de clasificar las latices
invariantes bajo reflexiones se centrard en encontrar una base apropiada para A de tal
manera que ésta se pueda entender en términos de algunas latices sencillas de describir,
como las del De modo que serfa 1itil tener un criterio para determinar cuando
un conjunto linealmente independiente de d vectores forma una base para una latiz de
rango d. Dicho criterio lo ofrece el siguiente resultado.

Lema 2.27. Si A es una latiz contenida en el espacio vectorial d-dimensional V' tal que
eristen d vectores linealmente independientes en A, entonces A tiene rango d. Ademds, si
{v1,...v4} es tal que el paralelepipedo P determinado por el origen y los puntos vy, . ..vq
tiene volumen minimo en V', entonces {v1,...vq} es una base para A.

Demostracion. De todos los subconjuntos {y1, . .., y4} de vectores linealmente independien-
tes de A tome {vy,...v4} tal que el paralelepipedo P determinado por el origen y los puntos
V1, . . . Uq tiene volumen minimo en V. Suponga que existe un punto x € A que no es combi-
nacién lineal entera de vy, ...vq y sean aq,...,aq € R tales que x = ajv1 + - - - + aqvg. Sin
pérdida de generalidad a; ¢ Z y de hecho, podemos suponer que 0 < oy <1y 0 < a; <1
si ¢ # 1. De aqui se tiene que el paralelepipedo determinado por el origen y los vectores
T, V3, ... tiene menor volumen en V', contradiciendo la eleccién de vy, ... vg. |

Comencemos ahora a entender la estructura de las latices invariantes bajo reflexiones
respecto a planos.

Lema 2.28. Sea A una latiz de rango 3 invariante bajo la reflexion R respecto al plano 11
que contiene al origen o. Entonces Ag := A N1l es una latiz de rango 2.

Demostracion. Sea x1 un punto en A\ I y x5 un punto de A que no esté en el plano
determinado por IT* y 1, entonces 1 + 1R y 22 + z2 R son dos puntos en Ag linealmente

independientes. El resultado se sigue del [ |
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Observe que una prueba idéntica se puede dar para ajustar el al caso de que
A sea una latiz de rango 2 en un plano y II sea una linea contenida en dicho plano. En ese
caso, A N1II es una latiz de rango 1.

Note que si se estd interesado en encontrar latices invariantes bajo reflexiones respecto
a un plano Il se pueden construir ejemplos de manera sencilla. Tome Ay una latiz en I y
un vector w € I+, entonces la latiz Ag @ w es una latiz preservada por la reflexién en el
plano II. Esta construccién motiva la siguiente definicion.

Definicién 2.29. Si A es una latiz en E? invariante bajo la reflexién respecto al plano II
de tal manera que existe w € I+ con A = Ag @ w donde Ag = A N1TI, entonces diremos
que A es de traslacion vertical respecto a II (o simplemente de traslacion vertical si no hay
confusién concerniendo a II).

Note que en el caso de que A sea una latiz de traslacion vertical respecto a un plano II
que contiene al origen, y Ag = ANTI, entonces todo punto de A se proyecta ortogonalmente
a I en un punto de Ag. Ademéds si Ay := Ag + kw con w € I+ \ {0} un punto de A de
distancia minima a Il entonces

A=A

keZ

En particular, si {v1,v2} es una base para Ay, entonces {v1, v, w} es una base para A.

Las latices invariantes bajo reflexiones comparten algunas de las propiedades descritas
en el parrafo anterior para las latices de traslacion vertical. Estas propiedades se describen
en el siguiente resultado.

Proposicién 2.30. Sea IT un plano de E3 que contiene al origen o y A una latiz invariante
bajo la reflexion R en I1. Suponga que A mo es una latiz de traslacion vertical respecto a I1.
Entonces eziste w € A\ II un punto de distancia minima a II de modo que si Ay := ANTI
y para k € Z\ {0}, Ak := Ao + kw, entonces

A= UAk.

Ademas, 2w se proyecta a Il en un punto de Ay y w se proyecta en II al punto medio entre
dos puntos de Ag.

Demostracion. Sea w un punto de A\II tal que d := d(w, II) < d(y, IT) para todo y € A\IL.
Si Jpez Ak es una sublatiz propia de A, observe que los puntos de A\ (J,cz Ax no estan
en los planos Il + kw, k € Z; de modo existe un punto x € A entre los planos II + kw y
IT 4 (k + 1)w para algun entero k y entonces x — kw es un punto de A entre los planos I1
y II + w contradiciendo la minimalidad de d.
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Note que w no se proyecta ortogonalmente en un punto de Ag, pues de lo contrario,
A seria de traslacién vertical. Finalmente note que w + Rw € Ay y es precisamente la
proyeccién ortogonal de 2w en II. |

Observe que, con la notacién del lema anterior, los puntos de A en la capa Ay se proyectan
ortogonalmente en puntos de A si y solo si k es par. Si k es impar, todos los puntos de Ay se
proyectan en puntos medios de segmentos con extremos en Ag. Més ain, A y Ago difieren
por una traslacién ortogonal a II. Finalmente, si {vi,v2} es una base para Ay, entonces

usando una traslacién apropiada de Ay podemos elegir que w se proyecte o en alguno de

v vy vitve
213 075

Con los resultados obtenidos hasta ahora tenemos una descripcién detallada de la estruc-
tura de una latiz de rango 3 invariante bajo la reflexion en un plano que contiene al origen.
Como es de esperarse, se pueden obtener resultados similares para latices bidimensionales.
En particular, la [proposicion 2.30| tiene su analogo bidimensional. Sin embargo, para las
latices de rango 2 se puede obtener un resultado mas detallado, con el cual concluimos esta
seccion.

Proposicion 2.31. Si A es una latiz de rango 2 invariante bajo la reflexion en una linea
II, entonces, salvo una reasignacion de coordenadas, A es A1 0D o Ay 1yD para alguna
transformacion diagonal D.

Demostracion. Supongamos, sin pérdida de generalidad, que II es la linea y = 0. Sea
Ao :=IINA y v un generador de Ag. Si A es de traslacién vertical, sea w € I tal que
A=A Dw. Sidy = |v]ydy = |w|, defina D por (z,y) + (d17, d2y), entonces A = A o) D.
Si A no es de traslacién vertical, tome w = (w1, w2) € A\ Ap un punto de distancia minima
. Tome dy = Lg', dy = wo y defina la transformacién D
nD. |

a II; podemos suponer que w; = 5
por (z,y) — (diz,d2y), con esto A

I
g

S

Con la notacién del resultado anterior, si D es la transformacion (x,y) +— (%x, Ty),
definimos la latiz de tridngulos Az g como
Aoy = AapyDr

De manera andloga, si Do es la transformacién (z,y) — (%x, %y), definimos la latiz de

centros de triangulos ]\{3,6} como

Aaey = Ay Da.

Observe que Ay3 ) consta de los vértices de una teselaciéon {3, 6} de tridngulos equildteros
delado 1y A{376} estd formada por dichos vértices y ademas los centros de los tridngulos.
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Observe que Az y /NX{3’6} son latices similares, en el sentido que difieren de una similari-

3

dad, a saber, la composicién de una dilatacién por un factor de 73 y una rotacién de g con
centro en el origen, de modo que también podemos pensar a ]\{376} como una latiz de los
vértices de una teselacién de tridngulos equilateros. Como ya es costumbre, denotaremos
Aizey y 11{3,6} los grupos latiz asociados a A{376} y /1{376}, respectivamente.






Capitulo 3

Poliedros regulares en el 3-toro

Comenzaremos este capitulo por introducir los conceptos generales acerca de las reali-
zaciones de poliedros regulares en T?. Posteriormente nos concentraremos en el siguiente
problema: dado un poliedro regular P realizado en E3 clasificaremos los grupos latices A
para los cuales la aplicacién cociente mp : E3 — ’]I‘i induce una realizacién de un poliedro
regular Py en ’]I'i. Usando los resultados obtenidos en el acerca del grupo de
isometrias de T3 resolveremos este problema para cada uno de los 48 poliedros regulares
en E3. En la atacamos el problema para los poliedros regulares finitos, dando

solucién para el mismo en los y En la desarrollamos las

técnicas necesarias para resolver el problema para los poliedros planos y mezclados, asen-

tando los resultados en en los[teoremas 3.11] [3.13]y 3.17]a[3:20] Finalmente, en lafseccidn 3.3]
usamos los resultados obtenidos para los poliedros finitos para probar el el

cual resuelve el problema para los poliedros infinitos puros.

Observe que la definicién de realizacién usada por McMullen y Schulte en [I5, [16] e in-
troducida en la de este trabajo usa fuertemente el hecho de que en el espacio
euclidiano existe exactamente un segmento de recta entre dos puntos. De esta manera, es
posible definir realizaciones euclidianas en términos de los vértices del poliedro y recons-
truir las aristas y las caras a partir de los segmentos determinados por los puntos. Si se
pretende extender la idea de realizacion a otros espacios, no es suficiente trabajar Unica-
mente con los vértices. Por ejemplo en el 3-toro y en el espacio proyectivo P? existe més de
un arco de geodésica entre dos puntos, de modo que no es posible recobrar la estructura del
poliedro a partir de puntos en el espacio. Por esta razon, en este trabajo preferimos seguir
la metodologia introducida por Bracho y otros autores en [I] para generalizar el concepto
de realizacién de poliedros abstractos a otros espacios.

Definicién 3.1. Una grdfica realizada en T? es un conjunto finito V' de puntos en T3,
llamados vértices junto con un conjunto de segmentos de lineas F, llamados aristas, que
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conectan algunas parejas de puntos en V', de tal manera que los tinicos puntos de V' en
cada elemento de E son sus extremos.

Es claro que toda gréfica realizada en T? tiene asociada una grafica combinatoria sin lazos
pero con posibles aristas multiples. La condicién de que no haya vértices en el interior
de las aristas de una grafica realizada en T? es motivada por el deseo de preservar la
estructura combinatoria, es decir, que las Unicas aristas incidentes a un vértice, en un
sentido geométrico, sean aquellas que son incidentes al vértice en un sentido combinatorio.
Fuera de esto, es posible que dos aristas de una grafica realizada en T? se intersecten en
puntos que no son vértices de la grafica. Usaremos las graficas toroidales para introducir
la nocién de realizacién toroidal.

Definicion 3.2. Sea P es un poliedro abstracto. Una realizacion toroidal de P es un
homomorfismo de gréficas suprayectivo 3 : Sk'(P) — X con X una grafica realizada en
T3.

Observe que la [definicion 3.2| es una generalizacion de la [definicion 1.12| de realizacién

euclidiana, definiendo By y 1 como la restriccién de 3 a los vértices y las aristas de P,
respectivamente, y definiendo 82 como la funcién que a cada cara de P le asocia la subgrafica
correspondiente de X. De esta manera, podemos pensar la realizacién g como la terna de

funciones (Bo, f1, B2).

Siguiendo la terminologia usada en la diremos que una realizacién toroidal es
fiel si B es un homomorfismo inyectivo y cada cara de P esta determinada por la subgréfica
de X correspondiente, o bien, alternativamente si las funciones f; para ¢ € {0,1,2} son
inyectivas. Observe que dado que la grifica X en T? tiene un conjunto finito de vértices,
éstos siempre forman un conjunto discreto, de esta manera las realizaciones toroidales son
siempre discretas. Una realizacién de un poliedro P en E? es simétrica si todo automorfismo
de P se extiende a una isometria de E3; la siguiente definicién generaliza ese concepto a
realizaciones toroidales.

Definicién 3.3. Sea P un poliedro abstracto y 8 = (o, 51, 52) una realizacién toroidal de
P. Diremos que 3 es simétrica si existe un homomorfismo B, : T'(P) — I(T?) tal que

(Fiv)Bi = (FiBi)(B«(7))

para todo v € T'(P) y todo F; € P de rango i, 0 < i < 2.

En lo sucesivo, a menos que se indique explicitamente lo contrario, siempre que usemos
el término realizacion toroidal nos referiremos a realizacion toroidal simétrica.
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A pesar de que el concepto de realizacién toroidal es muy general, nuestro trabajo se
restringird a la siguiente situacién. Considere P un poliedro regular abstracto realiza-
do mediante una realizacién simétrica, fiel y discreta en E3. Buscamos determinar para
qué grupos latiz A la proyeccién al cociente 7y : E3 — Ti induce una realizacién toroidal
simétrica de un poliedro regular finito Pp de caracteristicas combinatorias similares a P.
En particular si P es un poliedro finito, nos interesa determinar aquellos grupos latiz tales
que Pp = P.

Si nuestro interés es que el poliedro Py sea geométricamente regular, una condicién
necesaria es que las simetrias de P induzcan isometrias de T?}y Como se probé en la seccién
anterior, esto es equivalente a que el grupo especial G,(P) asociado al grupo G(P) de
simetrias de P preserve a la latiz A. En este capitulo nos concentraremos en ese problema,
retomando la discusién acerca de las realizaciones en el

Comenzaremos a estudiar latices invariantes bajo grupos de isometrias conocidos. De
particular interés es el grupo de rotaciones del tetraedro [3,3]", el cual es un grupo de 12
elementos que tiene una presentacién dada por

[3,3]T := (01,09 : 0% = 05’ = (0102)2 =e).

Ademds, [3, 3] tiene una representacién euclidiana inducida por una realizacién del tetrae-
dro, la cual manda o; en S;, donde S es la rotacién (z,y, 2) — (z, —x —y), es decir, una ro-
tacién de %’T respecto a la recta con direccién (1, —1,1); Sg es la rotacién (z,y, z) — (y, 2, ),
es decir, una rotacién respecto a la recta con direccién (1,1,1) por un angulo de %. Note
que 5199 es el medio giro respecto al eje z y conjugando este por Sz y S3 obtenemos los
medios giros respecto al eje y y al eje x. Ademas, conjugando (S7) por éstos medios giros
obtenemos las rotaciones respecto a las rectas con direccién (—1,1,1) y (=1 —1,1).

Como se puede apreciar en el siguiente resultado, a pesar de que el grupo [3,3]" es un
grupo pequeno ya ofrece suficientes restricciones para que una latiz quede invariante bajo
sus elementos.

Lema 3.4. Si A es un grupo latiz tal que A es preservado por [3,3]", entonces A es un
mziltzplo ESCQZ(ZT de A(1’070), A(]_’Ll) (5 A(17170).

Demostracion. Por lo dicho anteriormente A es invariante bajo los medios giros respecto a
los ejes coordenados, de modo que, por el A es invariante bajo las reflexiones en
los planos coordenados. Sea Il el plano z = 0y Ag = IINA. Observe que Ay, pensada como
latiz bidimensional, es invariante bajo la reflexién en el eje y = 0, pues tanto II como A se
preservan por el medio giro en este eje, que restringido a II se ve como la reflexion en esa
linea. Por lo tanto, gracias a la [proposicion 2.31] existe una transformacién diagonal Dy
de II tal que Ag = A1 9)Do 0 Ao = A(1,1)Do. Note que, dado que A es invariante respecto
a la rotacion Se que permuta los ejes coordenados ciclicamente, entonces Dy debe ser un
multiplo escalar de la identidad y por lo tanto A = alA(; gy 0 A = al(y 1) para algin a € R.
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Si Ag = al(j g, entonces aez es un punto de A en I\ {0} de distancia minima a II. Si Ag
es de traslacion vertical respecto a I, entonces A = aA(j g). Si no, por la proposicion 2.30)|
existe w € A\ Ag de distancia minima a II tal que 2w € Ag + aez y w se proyecta en
alguno de ge1, gez 0 §(e1 +e2). En la primera situacién tenemos que wSy ' € (ANTI)\ Ag,
en la segunda tenemos que wSy € (ANII) \ Ay, las cuales son imposibles. De modo que
la tinica posibilidad es que w se proyecte en §(e1 + e2), y como 2w € Ag @ aes, entonces
w = G(e1 +ea+e3) y por lo tanto A = GA(; 1 1.

Si Ao = al(,1) entonces {a(e1 + e2),a(e1 — e2)} es una base para Ag. Ademds 2ae;
es un punto en el eje x de distancia minima positiva a o, de modo que 2ae3 debe ser
un punto en II* \ {o} de distancia minima a II. Dado que a(e; + €2)S2 = a(e3z +e1) y
aer + e2)S; ' = a(es + e2) son puntos de A, entonces al(1,1,0) € A. Note entonces que A
no puede ser de traslacién vertical respecto a II, y que ademés w := a(e3 + e1) es un punto
de A\ Ay con distancia minima a IT de modo que

A = U (A() + k'l,U) = aA(l,l,O)' |
keZ

La fuerza de este lema se vera reflejada en las siguientes secciones, pues nos permi-
tira clasificar las latices invariantes bajo los grupo de simetria de los poliedros finitos de
una manera sencilla. También serd muy ttil en la para cuando ataquemos
el problema para los poliedros puros. A continuacién comenzamos la enumeracién de los
poliedros P, a partir de las familias de poliedros regulares en 3.

3.1. Poliedros finitos

Como se mencioné en la 18 de los 48 poliedros regulares en E3 son finitos.
Dos de estos poliedros, incluyendo al tetraedro, tienen grupo de simetria [3, 3]; otros cuatro,
incluyendo al octaedro y al cubo, tienen grupo de simetria [3,4] y los doce restantes, que
incluyen al icosaedro, al dodecaedro y a los poliedros de Kepler-Poinsot, tienen grupo de

simetria [3,5] (ver [pagina 15)).

El objetivo de esta seccion es clasificar, para cada uno de los poliedros regulares finitos
P en E3, los grupos latiz A tales que la proyeccién al cociente mp : E3 — "JI"?]x induce
una realizacién toroidal simétrica de un poliedro regular Pa. En el caso particular de los
poliedros finitos, nuestro interés se concentra en la situacién en la que Pp = P.

Gracias a la descripcién geométrica de [3,3]" en la [pagina 51, se puede probar que

3,3]7 < [3,3] < [3,4].
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De modo que si una latiz es invariante bajo el grupo [3, 3], o bajo el grupo [3, 4], entonces
debe ser invariante bajo el grupo [3,3]". Gracias al las latices invariantes bajo
el grupo [3,3]" son Aq,0,0)s A1) Ai1,0) ¥ todo sus miltiplos escalares. Es sencillo
revisar que éstas latices son invariantes bajo los grupos [3,3] y [3,4]. De ésta discusién se
desprenden los siguientes resultados.

Teorema 3.5. Sea P un poliedro regular finito cuyo grupo de simetrias es [3,3]. Si A es
un grupo latiz tal que la proyeccion ma : E3 — ’]I‘i induce una realizacion toroidal de P en
']I'?A, entonces A es un multiplo escalar de A1.0,0), A1,1,1) © Aa,1,0)-

Teorema 3.6. Sea P un poliedro regular finito cuyo grupo de simetrias es [3,4]. Si A es
un grupo latiz tal que la proyeccion ma : E3 — ']I‘i induce una realizacion toroidal de P en
']I'i, entonces A es un miltiplo escalar de A1.0,0), A1,1,1) © Aa,1,0)-

Con los poliedros cuyo grupo de simetrias es [3,5] la situacién es totalmente distinta,
en virtud del siguiente teorema, el cual daremos sin demostracién. Una prueba se puede
encontrar en [21], p. 152].

Teorema 3.7 (Restriccién Cristalografica). Si S es una rotacion de E® que deja invariante
una latiz, entonces S tiene orden 1, 2, 3, 4 6 6.

De aqui se sigue que ningun poliedro con grupo de simetrias [3,5] puede ser realizado
de manera simétrica en ']I'?A para ningin grupo latiz A, pues [3,5] contiene rotaciones de
orden 5. De modo que tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.8. Si P es un poliedro con grupo de simetrias isomorfo a [3,5], entonces no
existe grupo latiz A tal que P admita una realizacion toroidal en Ti.

3.2. Poliedros infinitos planos y mezclados

En esta seccién abordaremos el problema de determinar las latices invariantes bajo el
grupo especial aumentado G,(P) para un poliedro P plano o mezclado en E3. Como se
mencioné en el esta es una condicién necesaria para que la proyeccién my :
E3 — ’]I'i induzca una realizacién toroidal de un poliedro Pa. En virtud de la compacidad
de T3, es imposible tener realizaciones fieles de poliedros infinitos. En es se
profundiza en esta direccién y se exhiben realizaciones de poliedros finitos inducidas por
las realizaciones de los poliedros infinitos.
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A pesar de que los poliedros planos tienen realizacién en E2, es posible pensarlos reali-
zados en E3 encajando E? en E? y extendiendo las isometrias de E? como se menciona en

In (g 31

En el contexto mencionado anteriormente, las reflexiones respecto a lineas en E? se
extienden a reflexiones en planos ortogonales al plano de E2. Podemos suponer, sin pérdida
de generalidad, que el plano en el que P esté realizado es el plano z = 0.

Recordemos que en la lista de 48 poliedros regulares en 3, seis de ellos son planos: Dos
de ellos son la teselacién con cuadrados {4,4} y su Petrial {o0,4}4, los cuales tienen grupo
de simetrias [4, 4]. Ademads estan la teselacién con tridngulos equildteros {3, 6}, la teselacién
con hexdgonos regulares {6,3} y sus Petriales {c0,6}3 y {00, 3}¢, respectivamente. Estos
ultimos tienen grupo de simetrias isomorfo a [3, 6]. De esta manera, resta estudiar las latices
invariantes bajo los grupos [4,4] y [3, 6] pensando sus isometrias extendidas a E3.

El siguiente resultado nos serd ttil para entender las latices invariantes bajo reflexiones
respecto a dos planos ortogonales, el cual a su vez servird para clasificar las latices de rango
3 invariantes bajo las reflexiones de [4,4].

Lema 3.9. Sean II y II' los planos x = 0 y y = 0, respectivamente. Si A es una latiz
invariante bajo las reflexiones en I y II' entonces existe una transformacion diagonal D
tal que

AD™" € {100y A0, Ai11), Ay @ €3, 2M(1,0) @ (e + e3),2A 10y © (e2 + €3)}.

Demostracién. Sean R y R’ las reflexiones en II y II', respectivamente. Sea X el plano

2z = 0. Dado que A es invariante respecto a R y R, entonces lo es respecto al medio giro
RR'. Gracias al lema 2.26, A es invariante bajo la reflexién respecto a 3.

Sea Ag = AN X. Dado que Ag es invariante bajo las reflexiones R y R’ restringidas al
plano ¥, por la|proposicion 2.31} existe una transformacién diagonal Dy = Diag(d;, d2) tal
que

AoDy' e Ao A

Suponga que AgDy 1= A(1,0)- Si Ag es de traslacion vertical respecto a 3 tome d3 =
min{d(z,¥) : ¥ € A\ Ao} y D = Diag(dy,da,d3) y entonces AD™* = Ay 9. Si Ag no es
de traslacion vertical, entonces, por la [proposicion 2.30] existe w € A tal que

A=A+ kw),
keZ

d d d d
2w se proyecta en X en un punto de Ag y w se proyecta en alguno de G-e1, Feay Ge1+Fea.

Tome ds = d(2w,X) y defina D = Diag(%, %2, %) Si w se proyecta en d2—161 0 en %262,
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entonces AD™! = 2M(1,0) @ (e1+e3) 6 AD™! = 2A1,0) © (e2 + e3), respectivamente; si w se
proyecta en %161 + %262 entonces AD™! = A1)

Procedamos de manera analoga si AgDy 1 - A(1,1)- Si Ag es de traslacién vertical, tome
d3 = min{d(z,%) : € A\ Ao} y D = Diag(d1,ds,d3), entonces AD™! = Ay 1) + e3.
Si Ag no es de traslacién vertical tome w segun la [proposicién 2.30] Observe que en este
caso una base de Ag es {die; + daea,d1e; — daes}, de modo que podemos suponer que w
se proyecta en alguno entre %(dlel + daea), %(dlel — dgey) y die;. Si w se proyecta en
%(dlel +dses) 0 %(dlel —dges), entonces w —wR es un punto de Ag en el eje x de longitud

d—21, lo cual es imposible, de modo que w se debe proyectar en dye;. Defina d3 = d(2w, X)) y
D = Diag(%l, %2, %) Entonces AD~! = A1,1,0)- [
Observacion 3.10. Suponga que G es un grupo de isometrias de E? tal que R y R’, las
reflexiones del lema anterior, pertenecen a (G; suponga ademas que existe S € G tal que
R' = S7'RS. Si A es una latiz invariante bajo G, en particular es invariante bajo Ry R/,
y entonces aplica el lema anterior. Sin embargo, observe que en esta situacién, S manda 11
en IT', de modo que A N1II es una sublatiz de A isométrica a A NII’, lo cual descarta las
posibilidades de que AD™! sea 2A( o) ® (e1 + €3) 0 2A(10) & (e2 + e3). Ademés también
impone restricciones sobre D, pues obliga a que d; = ds.

Con esta observacién demostrar los siguientes resultados es sencillo.

Teorema 3.11. Sea P un poliedro plano en E3 cuyo grupo de simetrias es [4,4]. Si A
es un grupo latiz tal que la proyeccion ma : E> — Ti induce la realizacion de un poliedro
reqular Pa, entonces existe una transformacion diagonal D = Diag(d,d,h) para algunos
d,h >0 tal que

-1
AP € {A1005A1,1,1),A1,1,0) (A1), t3) ]}

donde tz es la traslacion por el vector es.

Demostracion. La prueba se sigue del [lema 3.9|y la|observacion 3.10} pues de acuerdo a la
[proposicion 2.12] P puede ser realizado de tal manera que Ro sea la reflexién en el plano
y =0y Ry la reflexion en el plano z = y. Luego, R1 Ro R es la reflexién en el plano z =0
y por lo tanto

-1
AP € {A1,0,0)A1,1,1), A1,1,0) (A1), t3)}
para alguna transformacién D = Diag(d, d, h) con d, h > 0.

Probemos ahora que éstas latices son invariantes, para ello observe que si S € G,(P)
entonces S preserva el subespacio generado por es y su complemento ortogonal, por lo
tanto si D es una transformacién diagonal de la forma Diag(d, d, h), entonces SD = DSy
por lo tanto SD~! = D71S. De aqui se tiene que

AD 1S =AD ' siysolosi AS = A
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por lo tanto, resta revisar que A 0y, A1,1,1), A1,1,0) ¥ A1) @ es son invariantes bajo
Go(P). Para ello observe que G,(P) estd generado por R{, R] y R, las cuales son las
reflexiones en los planos = 0, z = y y y = 0, respectivamente. Estas sf preservan a las
latices A(1,0,0, A(1,1,1), A,1,0) ¥ A1) @ e3 y por lo tanto G,(P) las preserva. [

Observacion 3.12. Note que la observacién hecha al final de la prueba del es
general. Es decir, suponga que G es un grupo de isometrias lineales y D es una transfor-
macién diagonal tal que, para todo S € G, SD = DS. Si A es una latiz, entonces A es
invariante bajo la accién de G si y solo si AD lo es.

Siguiendo las mismas ideas que la prueba anterior, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.13. Sea P = {4,4}#Q un poliedro regular mezclado de E® o el Petrial de
alguno de éstos, donde Q es { } o {oo}. Sea A un grupo latiz tal que wa : E> — T3 induce
una realizacion de un poliedro reqular Pa, entonces existe una transformacion diagonal
D = Diag(d, d,h) para algunos d,h > 0 tal que

-1
AP € {A1,0,0),A1,1,1),A1,1,0) (A1) t3) )
con tz la traslacion por es.

Demostracion. La prueba es esencialmente la misma que del teorema 3.11} Si Q@ = { },

entonces R; es la reflexion respecto al plano x = y; si @ = {oo}, R; es el medio giro respecto
a la recta por el origen con direccién (1, 1,0). En ambos casos Ry es la reflexién en el plano
y =0y RiRoR; es la reflexion en el plano x = 0 y por lo tanto existe una transformacion
diagonal D = Diag(d,d, h) tal que AD™! € {A 10,00 A1) Aa,1,0)s (M) @ es)

De manera similar a la demostracién del probemos que las latices Ay 0)D,
A D, Aa1,0)D y (A1) @ e3)D son invariantes bajo Go(P) para toda transformacién
diagonal D = Diag(d, d, h). Para ello simplemente recurra a la|observacion 3.12|y note que
las latices A(1,0,0), A,1,1)> A1,1,0) ¥ (A1) © e3) son invariantes bajo los generadores Ry,

1y Ry u

Observe que en el contexto de los Teoremas y si AD71 #£ A1) ©es, A consta
de los vértices de una teselacién con prismas de altura h sobre cuadrados cuyos lados son
paralelos a los ejes coordenados, de estos vértices y los centros de los prismas o bien de los
vértices y los centros de las caras de estos prismas, dependiendo si AD~! es A1,00)5 A1)
0 A(1,1,0), respectivamente. Si AD™ 1 es (A(1,1) © e3), entonces A consta de los vértices de
una teselacion de altura h sobre cuadrados cuyos lados forman un angulo de 7 con los ejes
coordenados.
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Procederemos de manera andloga para los poliedros planos con grupo de simetrias [3, 6]

asi como para los poliedros mezclados de tipo {3,6}#Q y {6,3}#Q. Los siguientes resul-
tados nos permiten entender la estructura de las latices invariantes bajo algunas de las
simetrias de los poliedros mencionados.
Lema 3.14. Sea A una latiz de rango 3 invariante bajo una rotacion S de dngulo %’T
respecto a una recta L que contiene al origen o. Sea Y el plano ortogonal a L por o,
entonces Ag = ANX es una latiz de rango 2 y AN L es una latiz de rango 1. Ademds, si
x € A, entonces 3x se proyecta en 3 en un punto de Ag.

Demostracion. Tome y € A\ (L U X). Observe que y — yS y y — y52 son dos vectores
linealmente independientes en Ag, ademds y + yS +yS? € (AN L) \ {o}, y por lo tanto,
gracias al Ag y AN L son latices de rango 2 y 1, respectivamente.

Ahora, si z € A, entonces w := z + xS + x5 € L y es tal que d(w, ) = 3d(z, ). Por lo
tanto 3x —w € Ag. [ |

Lema 3.15. Sean II el plano y = 0 y sea II' un plano de E3 que forma un dngulo de 5 con
IT tal que IINTI' es el eje z. Sean R y R’ las reflexiones respecto a 11 y I, respectivamente.
St A es una latiz invariante bajo R y R, entonces existe una transformacién diagonal
D = Diag(d,d, h) tal que

AD '€ {(A{3,6} @ e3), ([\{3,6} @ e3), ([\{3,6} ® U)}

donde u es o bien £(1,0,1) o bien %(3, @, 1).

Demostracién. Sea ¥ el plano z = 0, Ag = XN Ay L = IINII'. Note que RR’ es una
rotacion alrededor de L de dngulo %’T y gracias al Ag es una latiz de rango 2.
Tome z € Ag \Hl, observe que x + xR es un punto en Ag N1I, de modo que la recta X NII
contiene una infinidad de puntos de Ag; de manera andloga, la recta ¥ NII' contiene una
infinidad de puntos de Ag. Tome vy € AgNII y vy € Ag NII' de norma minima positiva y
tales que el dngulo entre ellos sea § (y no 2%)

1 V3

Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que vy = |v1|(1,0) y v2 = |v2|(5, %)
Luego v2 + 12 R = |v2(1,0) de donde |v1| < |va|. Ademés v1 + v R = |v1(3, @), de donde

lua] < |u1] y por lo tanto |vi] = |vo| (figura 3.1)). Si {vi,v2} es una base para Ag, entonces
Ao = dA36) para d = [v1]. Si {v1,v2} no es base de A, entonces existe un punto = de A
en el interior del paralelogramo determinado por o, vi, vo y v1 + v2, dado que = no puede
estar en la frontera de dicho paralelogramo ya que esto contradice la minimalidad de |v1].
Si x estd en el tridngulo determinado por vy, ve ¥ v1 +ve, entonces xR+ (v2 —v1) estd en el
triangulo oviv2, de modo que podemos suponer de una vez que x estd en dicho tridngulo.
Note que = + xR es un miltiplo entero de vy, pero por minimalidad de |vi|, x + zR = vy
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Irnx

) v1 + U2

IInx

Figura 3.1

y entonces z estd en la mediatriz de v; y 0. De manera andloga, se tiene que z + xR’ = v9
y por lo tanto z es el centro del tridngulo ovivy y entonces Ag = dAy3gy.

Gracias al AN L, es una latiz de rango 1, tome w = hes un generador de tal
latiz. Defina D = Diag(d, d, h).

Observe que si Ag = dAy3 gy, entonces (0, V/3d,0), (32—d, —@, 0) y (0,0, k) son puntos de
A de norma minima en I+, II't y £+, respectivamente; si Ag = dA{&ﬁ} entonces éstos son

(0,¥34,0), (4, -¥3 0) y (0,0, h).

Suponga que Ag = dA3 6y, probemos entonces que A = Ag @ w. Si A\ (Ag © w) # 0,
entonces existe un punto x de A que se proyecta a X sobre el tridngulo ovive y tal que
d(x, %) < h. Note que gracias a la minimalidad de h, es imposible que z € IINTI' = 1. Si
x ¢TI, se tiene que 0 < |z — zR| < v/3d y ademés x — xR es un punto en IT*, por lo tanto
si |z —zR| < v/3d tenemos una contradiccién, de modo que |z —zR| = v/3d y x se proyecta
a ¥ en vs, lo cual es una contradiccién pues « — vy es un punto en X de norma menor que
h. Se puede proceder de manera analoga si x ¢ II'. Por lo tanto AD~! = Az 6y @ es.

La otra posibilidad es que Ag = d/i{gﬁ} y sea c; el centro del tridngulo determinado por
0, v1 v vo; sea co el centro del tridngulo determinado por o, v1 y v; — v, de tal forma
que {c1,c2} es una base para Ay . Si A es de traslacién vertical respecto a X,
tenemos que AD™! = /~\{376} @ es. Suponga entonces que A\ (Ag @ w) # (), en esta situacién
existe un punto z € A contenido en el prisma de altura h y con base el paralelogramo
oc1vice. Tome x de distancia minima positiva a Y, de tal manera que A = Ag  x.

Observe que d(z,II) < @, y ademds ¢ — xR € II+, de modo que o bien z € II o

d(z,I1) = @. Sin embargo, si ¢ II la tunica posibilidad es que = se proyecte en cq,

implicando que x € Ag @ w lo cual es una contradicciéon. Suponga entonces que x € 11, en
virtud del 3x se proyecta en un punto de Ag, de modo que x se proyecta o bien

en %vl o bien en %vl; ademds d(z,Y) es o bien % o bien 2—;; sin embargo, si d(z,¥) = %
entonces d(2x — w, X)) = % contradiciendo la eleccién de z, de modo que d(z,¥) = % Por
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Irnx

V2

U1
Inx
V] — V2
Figura 3.2

lo tanto,

e {;(’ul +w),é(2fu1 +w)}.

Finalmente observe que (2v; +w) = 1(v2 + w) + v1 — ¢1. Por lo tanto podemos tomar

ve {3o+u) gt o)

tal que A = Ag @ x = Ag @ y. Definiendo u = yD ™! tenemos el resultado. |

Lema 3.16. Sea II el plano v = 0 y II' el plano —%x + @y = 0. Sean R y R’ las
reflexiones respecto a los planos I y IT', respectivamente. Si A es una latiz invariante bajo
las reflexiones R y R, entonces existe una transformacion diagonal D = Diag(d, d, h) tal
que

AD ! e {fx{g,ﬁ} D es, Az 6 © €3, Az 6p © “}

donde u es uno entre %(%, 1)y %(0,\/3, 1).

Demostracion. Considere la transformacién lineal T definida por

V3 1 1 V3
T: Yol — g4 22 .
(fv,yyz)H<2w+2y, 5T T Y

es decir, una rotacién de g respecto al eje z.

Sean S = T7'RT y S’ = T7'R'T las reflexiones respecto a los planos IIT y II'T,
respectivamente. Note que A es invariante bajo R y R’ siy solo si AT es invariante bajo S
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y S’. Observe ahora que S y S’ satisfacen las hipétesis del lema 3.15, de modo que existe
una transformacién diagonal D’ = Diag(d’, d’, h) tal que

ATD' ™ € {(As) @ €3), (Ags gy @ e3), (Rz) @ v) |

donde v es $(1,0,1) o %(%,@,1).

Tenemos que T'D'~! = D'~'T, por lo tanto
AD'71 e {(A{S,G} ) 63)T71, (A{S,G} ) 63)T71, (A{gﬁ} S ’U)Tﬁl}

para los valores antes mencionados de v.

Ademas observe que A{376}T71 = \/§/~\{3,6} y esT! = e3. Parael caso AD'~1 = (A{3,6} S
e3)T~ " defina d = v/3d' y D = Diag(d, d, h) y tenemos que AD~! = /NX{3’6} D es.

Note que Az 6,771 = 2=A(36y. Ademds, $(1,0, )T~ = 3(2-, 5, 1)y 33, 2, )71 =

Vot AR
%(0, 1,1). Defina entonces d = % y D = Diag(d,d, h), y entonces
ADil i A{3,6}@% (%5§51> siv= %(17071))
Aoy @3 (0,v3,1) siv=14(3,41).

Las latices construidas en los lemas anteriores son mas familiares de lo que parecen a
primera vista. Las latices Az 6y @ €3y 1~\{376} @ ez son latices formadas por los puntos de
una teselacién de prismas triangulares de altura h; en el primer caso, uno de los lados de
cada tridngulo es paralelo al eje x, en el segundo uno de los lados es paralelo al eje y. La
latiz /NX{3’6} +u, para los valores indicados de u en el lema 3.15, pudiera parecer complicada,

sin embargo, para D = Diag(y/6,/6,v/3), (11{376} + u)D es una latiz determinada por los
vértices de una teselacion de cubos de lado 1, de tal manera que el eje z es paralelo a una
de las diagonales de los cubos. Las latices A3} @ u para los valores de u en el

son simplemente el resultado de rotar por & respecto al eje z y dilatar en el plano z = 0

las del [ema 3.75
La [figura 3.3a] muestra la proyeccién de 1~\{376} @ u en el plano z = 0. Si u = %(1,0, 1)

entonces los puntos de la forma v + ku para v € Az se proyectan en puntos negros si

k =0 (mod 3), en puntos rojos si k = 1 (mod 3) y en puntos azules si k = —1 (mod 3).

1/1 /3

Los papeles de los puntos rojos y azules se invierten si u = 3(3, %>, 1). De manera similar

la muestra la proyeccién de Az, @ u en el plano z = 0. En el caso en el que

u = %(%, @, 1), entonces un punto de la forma v + ku para v € A3}, se proyecta en
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L] o o L]
L] L] L] o L]
] (] L] ] ]
(a) Proyeccién de /N\{376} D u (b) Proyeccién de A3y © u
Figura 3.3

un punto negro si k = 0 (mod 3), rojo si k = 1 (mod 3) y azul si £k = —1 (mod 3). Si
u= %(O, V/3,1), el papel del rojo y el azul se invierte.

Los [lemas 3.15] y [3.16] son andlogos al para los poliedros regulares planos y

mezclados relacionados con el grupo [3,6]. Observe que en el caso de {3,6}, de acuerdo
con laftabla 1.2|y la[proposicion 2.12] Ro y R1RoR; son dos reflexiones que satisfacen las
hipétesis del Gracias a esto, el siguiente resultado es sencillo de demostrar.

Teorema 3.17. Sea P un poliedro reqular plano en E? cuyo grupo de simetrias es isomorfo
a[3,6]. Si A es un grupo latiz tal que la proyeccion mp : E3 — Ti induce una realizacion de
un poliedro reqular en T?j‘, entonces existe una transformacion diagonal D = Diag(d, d, h)
tal que

AP e {(Agz6).t3), (A(z 6y t3)}

con ts la translacion por es.

Demostracidn. En virtud del[feorema 2.25] debemos encontrar las latices invariantes bajo el
grupo especial G,(P) asociado al grupo de simetrias G(P) de P. Sin pérdida de generalidad,
podemos suponer que P es el poliedro {3,6}. Como se mencioné antes, Ry y RiRaR; son
reflexiones que satisfacen las hipétesis del de modo que si A es la latiz asociada
a A, entonces se debe satisfacer que

AD™ € {(Agz6) @ e3), (]\{3,6} @ e3), (]\{3,6} ©u)}

para u € {1(1,0,1), (3, @, 1)}. De tal manera que resta verificar que las primeras dos

situaciones son posibles y que la tercera no lo es para ninguna eleccién de .
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Note que para todo S € G,(P) se tiene que SD = DS, y gracias a la fobservacion 3.12]
resta determinar cudles de las latices A3 6y Des, A{gyﬁ}@eg, 1~X{376}@u, para ambos valores de
u, son preservadas por las partes lineales de los generadores Ry, R; y Ro de G(P) descritos
en la Note que R., para i € {0,1,2} preserva a Aperya ]\{3,6}. Ademas, éstas
isometrias fijan a e, de modo que G(P) preserva a Az, @ ez y 11{376} @ e3.

Finalmente, observe que

y dado que

1 ~ 1
3(-1.0,1) ¢ Ay @ £(1,0,1) y
1( 13 - 11 V3

entonces AD™! no puede ser ninguna de éstas latices, por lo tanto,

ADil € {(A{3,6} @ 63)7 (A{376} @ 63)} 5

lo cual concluye el resultado. |

Tenemos un resultado similar para algunos de los poliedros mezclados.

Teorema 3.18. Si P es alguno de los poliedros {3,6}#{ }, ({3,6}#{ })™, {6,3}#{cc}
o ({6,3}#{co})™ y A es un grupo latiz tal que la proyeccion mp : E3 — T3 induce una
realizacion de un poliedro reqular en ']I‘?j’V entonces existe una transformacion diagonal D =
Diag(d,d, h) tal que
1 p
AP € {{(Ags6):t3), (Aqz6):t3) )},

con tz la translacion por es.

Demostracion. Dado que G(P) = G(P™), podemos trabajar unicamente con {3,6}#{ }

y {6,3}#{oc0}, vy usar los generadores de la [tabla 1.3l De manera similar a la prueba
del se puede recurrir al Ademads, en ambos casos se tiene que el

subespacio generado por ez y su complemento ortogonal son invariantes bajo G,(P), de
modo que SD = DS para todo elemento S € G,(P). Sélo resta revisar cuales de las latices
(Agzgy ®es), (Ao ®es) y (Agg @ u), con w e {3(1,0,1),4(1,%2,1)} son invariantes
bajo R, R} y Rj.
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De nuevo, Az6y y 1~\{376} son preservadas por R, R} y Rb y esR, = £e3 para cualquiera
de las elecciones de P, de modo que las latices (A3 @ e3) y (A{gﬁ} @ e3) son preservadas
por ambos grupos.

Si P ={3,6}#{ }, entonces R es la reflexién respecto al plano x = 0 y procediendo de
la misma manera que en la prueba del teorema 3.17 se concluye que las latices (A{376} Du)
no son preservadas por G,(P), el grupo especial asociado a G(P).

Ahora, si P = {6,3}#{oco} y A es invariante bajo G,(P), entonces debe ser invariante
bajo Go(P). Note que —R|R{R|RyR} v — (R} R})*R}(R)R})? son reflexiones como en el
Ademés Ry es el medio giro respecto al eje x, de modo que A debe ser invariante
respecto — Ry, que es la reflexién en el plano x = 0. Procedemos de la misma manera a
como lo hemos hecho antes y concluimos que A no puede ser (]\{376} @ u) para ninguna
eleccién de w.

Por lo tanto, en cualquiera de los dos casos tenemos que

AD ' e {(A{3,6} @ e3), (]\{3,6} & 63)} )

tal como queriamos. [
El siguiente resultado también es consecuencia del [lema 3.15] sin embargo, ilustra una

sutil diferencia con los [feoremas 3.17| v [3.18] Esta diferencia est4 relacionada con el hecho
de que las isometrias consideradas sean medios giros y no reflexiones.

Teorema 3.19. Si P es el poliedro {3,6}#{oc0} o su Petrial y A es un grupo latiz tal que
la proyeccion ma : E* — Ti induce una realizacion de un poliedro reqular en ']I'?}\, entonces
existe una transformacion diagonal D = Diag(d,d, h) tal que

AP € {{Agz6),13), <A{3,6}a t3><[\{3,6}7 tu), </~\{3,6}, to)}s

donde los vectores de traslacion de ts, ty, t, son e3, u = %(1,0, 1) yov = %(%,73,1),
respectivamente.

Demostracion. De manera similar a lo hecho antes podemos suponer que P es {3,6}#{co}

y usar los generadores de la Recurriendo al y procediendo de manera

andloga a los resultados anteriores, resta probar que las latices Ag3 6y @ e3, Az © €3,
Agz6) ©uy Agze) @ v son invariantes bajo el grupo especial G,(P) generado por R{, R},
Rj. Observe que R} preserva a Agzq) v a Ags ), ademds e3 Ry = e3R) = —e3 y e3Ry = es,
de modo que G,(P) preserva las latices Ay ) @ €3y Agz6) © e3.
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Tome ¢ = (%, %, 0) y note que, de acuerdo a su definicién en la |pagina 46| {e1,c} es una

base para /~X{376}. Luego

1
uRy = 5 (=1,0,.-1) = ~u

1(1 V3
r_ 2 X2 = C —
uR1—3<2,2, 1) c—u
uRhH = u

de modo que /1{3’6} @ u es preservada por Go(P). De manera similar

1 13
'URé)Ig <—2,2,—1> :20—61—’0

1
vR’lzg(l,O,—l):c—v

1{1 3
vR) = 3 (2,—\5,1> e1 —2c+wv
Por lo tanto Go(P) preserva a A{gﬁ} @ v y tenemos el resultado. |

Hasta ahora hemos resuelto nuestro problema para todos los poliedros mezclados de tipo
{3,6}#Q y {6,3}#Q asi como para sus Petriales, salvo para {6,3}#{ } vy ({6,3}#{ })".
De manera similar a como el se us6é para demostrar los fteoremas 5.17] a [3.19]
usaremos el para demostrar el siguiente resultado, pues para el caso de que P

sea {6,3}#{ }, R1 y R, son dos reflexiones que satisfacen las hipétesis del [lema 3.16

Teorema 3.20. Si P es el poliedro {6,3}#{ } o su Petrial y A es un grupo latiz tal que
la proyeccion ma : E* — ']Ti induce una realizacion de un poliedro reqular en Ti, entonces
existe una transformacion diagonal D = Diag(d,d, h) tal que

AP e {<A{3,6}, t3), <1~\{3,6}, t3), (Az6), tu)s (Aq36) tv)}

donde los vectores de traslacion de ts, t, y t, son e3, u = %(%, ?, 1) yv= %(O,\/g, 1),

respectivamente.

Demostracion. Podemos suponer que P es {6,3}#{ } y usar los generadores de laftabla 1.3
Gracias al|lema 3.16|, resta revisar que las latices Az 61®es, Az 61Bes, Az @uy Mgy Dv
son invariantes bajo el grupo especial G,(P). Para ello basta revisarlo en los generadores
0, Ry v RS.
0 11 2
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Observe que para cada i € {0,1,2}, R] preserva la teselacién de tridngulo, por lo tanto
preserva a Agz6) v a Agzqy. Ademads, esR, = tes de modo que las latices Apey desy
11{376} @ es son preservadas por G,(P).

Como antes, tome w = (%, @, 0) y recuerde que, segin la definicién de la [pdgina 46

{w, e1} es una base para A(3,6y- Luego observe que

1/(3 3
uR) = = ( —\[,—1> =e —u,

07 3\2 2
uR = u,
1({ 3 V3
/
= — —771 = —
URQ 3< 2727) u €1,

de modo que G,(P) preserva a Ags gy @ u. De manera similar
, 1
vy = 3 (O, —V/3, —1) = —v,
1
vR{l =5 (3 _\/371) :el_w+va

3\2° 2
vRY = v,
de modo que G,(P) preserva también a Ags g © v [ |

En los fteoremas 3.11} |3.13] y [3.17] a [3.20] hemos resuleto el problema a atacar para los
poliedros infinitos puros planos y mezclados de E3. En la siguiente seccién atacaremos el
problema para los poliedros infinitos puros.

3.3. Poliedros infinitos puros

En esta seccién, P es un poliedro regular infinito puro realizado en E3, es decir, uno de
los 12 de lajecuacion (1.9)|en la pagina 27 G(P) es su grupo de simetrias, G,(P) el grupo
especial asociado y G,(P) el grupo especial aumentado. En virtud del para
clasificar los grupos latiz A tales que la proyeccién mp : E3 — Tff\ induce una realizacion
toroidal de un poliedro finito P resta clasificar aquellas latices que son invariantes bajo
el grupo G,(P). Por esta razén, nos concentraremos en estudiar las propiedades de éstos
grupos.

El objetivo de esta seccion es concluir con el teorema 3.23] para ello probemos primero
el siguiente resultado, el cual muestra una parte de dicho teorema.
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Lema 3.21. Si P es un poliedro reqular puro en E3, a € R y

Ae {Awo00) A1) Ao}
entonces al es invariante bajo Go(P).

Demostracion. Dado que G,(P) < O(3) entonces basta probar que cada una de las latices
es invariante bajo G,(P). Observe que si S es una isometria lineal que preserva a A(1,0,0)5
entonces e;S € {+e;, tey, *es} para cada i € {1,2,3} y ademds, si i # j entonces ;S #
+e;S de modo que S induce una permutacion o de {1,2,3} dada por e;S = Fe;,. Gracias
a esta observacién tenemos que si S es una isometrfa que preserva a A ), entonces S
preserva a A1 1) ¥ a A(1,1,1), pues note que

(ei + 6]')5 = *+e;p £ €jo € A(LLO)
(61 + e2 + 63)5 = *e1, T €2y £ e3, = ey T egs ez € A(l,l,l)

y recuerde que {e1 + ez, e2 + e3,e3 +e1} y {2e1,2e2,e1 + e2 + ez} son bases de Ay 1)y
A(1,1,1), respectivamente.

De modo que basta probar que G,(P) preserva A(1,0,0) para cada poliedro P. Observe
que, de acuerdo a la para cada poliedro puro P, R; manda el al origen o en
un punto de coordenadas enteras, para cada i € {0,1,2}. Luego, en virtud del
R, = R;t; donde t; es la traslacién por el vector oR;, el cual tiene coordenadas enteras.
Dado que tanto ¢; como R; preservan a A(j g ), entonces Rl preserva a A(1,0,0), esto para
cada i € {0,1,2}. [ |

El siguiente resultado sera fundamental en la demostracion del fteorema 3.23

Lema 3.22. Si P es un poliedro regular puro en E3, entonces G,(P) contiene a [3,3] 0 a
[3,4].

Demostracion. Note que si R; es alguno de los generadores de la entonces R es
un medio giro respecto a una recta que contiene al origen o o una reflexién respecto a un
plano que contiene a o. Defina S; como R} o —R) segin R, sea una reflexién o un medio
giro, de tal suerte que S; es una reflexién en un plano. Note que H := (Sp, S1,S52) es un
grupo finito generado por reflexiones. Ademés, dado que P es puro H es irreducible, es
decir, no existe un subespacio propio no trivial invariante bajo H, por lo tanto H debe ser
3,3], [3,4], [4,3], [3,5] y [5,3] (ver [B §11.5]), pero el [teorema 3.7 descarta a [3,5] y a [5, 3],
pues como se vio en el H preserva a A1 99). De modo que H debe ser [3, 3], [3,4]
o [4,3].

En la se agrupan los poliedros de acuerdo a la eleccion de Sy, Si, So y al
grupo H. Si el lector estd interesado en mas detalles al respecto, se sugiere consultar [16,
p. 467). m
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So Si S |H=1[3,3]| H=[3,4] | H=[4,3
o —Ry Ry | {6,613} | {6,44} | {4,6/4}
—Ry —Ry 5 | {00,6} a4 | {00,4}64 | {o0,6}63
—Ry Ry —Ry| {6,6}4 {6,4}6 {4,636
~Ry —Ry Ry | {00,3}(" | {00,4}.5 | {003}

Tabla 3.1

Combinando los resultados aqui obtenidos, la demostracién del [teorema 3.23| es sencilla.

Con este resultado concluimos la seccion.

Teorema 3.23. Si P es un poliedro regular infinito puro y A es un grupo latiz tal que la
proyeccion mp : K3 — ’]I'i induce una realizacion toroidal de un poliedro finito Pa, entonces
existe un real a tal que

al € {A1,00)A1,1,1),MN1,1,0) )

Demostracion. La latiz A asociada a A debe ser invariante bajo G,(P), y en particular
debe ser invariante respecto al grupo H definido en la prueba del En virtud de

los [teoremas 3.5| y A debe ser un miltiplo escalar de A 0, A1,1,1) © A(1,1,0)- Luego,

por el [lema 3.21| éstas latices son invariantes bajo G,(P) y tenemos el resultado. [

Con este resultado hemos determinado, para cada uno de los poliedros regulares P, los
grupos latiz A para los cuales la proyeccién mp : E3 — ’]I‘i induce un poliedro regular en
Tf’\, salvo un conjunto de parametros. De esta manera quedan concluidos los resultados
principales de este trabajo. Sugerimos al lector revisar el para profundizar en los
detalles acerca de las realizaciones toroidales de los poliedros regulares aqui trabajados.






Capitulo 4

Comentarios finales

En el se dieron condiciones necesarias sobre los grupos latiz A para que un
poliedro regular P de entre los 48 poliedros regulares en E? indujera un poliedro regular
PA en T?& a través de la proyeccién mp : E3 — ']I‘E,]’\. Estas condiciones se resumen en lo
siguiente:

= Si P es un poliedro finito, entonces

e El grupo A debe ser un multiplo escalar de A 0,0y, A(1,1,1) ¥ A(1,1,0) siempre
que el grupo de simetrias de P sea [3,4] o [3, 3].

e No existen tales grupos A si el grupo de simetrias de P es [3, 5]

= Si P es un poliedro infinito puro, entonces A es un multiplo escalar de A(q g ),
Ay Y Aao)

w SiPoes {4,4}, {4,4}#{ }, {4,4}#{oc} o el Petrial de alguno de éstos, entonces A

es de la forma Afjl 0,0)’ Ag 1,0) 6 Ag 1,1) bara alguna transformacion diagonal D
apropiada.

» Si P es {3,6}, {6,3}, {3,6}#{ }, {6,3}#{c0} o el Petrial de alguno de éstos en-
tonces A es, médulo una transformacién diagonal D = Diag(d,d,h), (A3 e},t3) 0

(.7\{376}, t3) con t3 la traslacién por el vector es.

= Si P es el poliedro {3,6}#{occ} o su Petrial entonces, salvo una transformacién
diagonal D = Diag(d,d,h), A es una entre (A(g¢y},t3), (A3}, t3), (Agz6}stu)s
(./1{376},751,), donde los vectores de traslacién de ts, t,, t, son e3, u = %(1,0, 1)y

1(1 V3

v = 3(5,%, 1), respectivamente.

» Si P es el poliedro {6,3}#{ } o su Petrial, entonces A es, médulo una transforma-
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cién diagonal, alguna entre (A3 6y, 13), <1~\{376}, t3), (Agz 6}, tu)s Y (Aqs6}:tu), donde

los vectores de traslacién de t3, t, y t, son e3, u = %(3 V3 )ywv= %(0, V3, 1),

20720
respectivamente.

Ademds, se verificé que el grupo especial de cada uno de los poliedros si normaliza a cada
uno de los grupos latiz ahf mencionados, lo cual nos dice que, si la proyeccién mp : E3 — 'JI‘E,)’\
induce un poliedro Pj, éste poliedro efectivamente es regular. Sin embargo, salvo para el
caso de los poliedros finitos con grupo de simetrias [3, 5], no se responde con total certeza la
existencia o no de realizaciones toroidales. El objetivo de este anexo es discutir precisamente
este tema.

Note que para cada uno de los poliedros existen algunos pardmetros relacionados con
la geometria del grupo A y ademads, que no todos los parametros inducen realizaciones
toroidales. Por ejemplo, para el caso del cubo con coordenadas segun la [fabla 1.1} si la latiz
asociada a A tiene puntos demasiado cercanos, hay vértices que se identifican con puntos
interiores de aristas. A continuacién discutiremos algunas posibilidades sencillas para los
valores de los parametros para los cuales si existen realizaciones toroidales. Dividiremos
nuestra discusién en dos partes, una para poliedros finitos y otra para los infintos.

Poliedros Finitos

Como se menciond al inicio del los poliedros en T3 son siempre finitos, de
modo que en el caso de que P sea un poliedro finito, nuestro interés recae principalmente en
la situacion en la que la realizacién es fiel y cada arista contiene como vértices tinicamente
a sus extremos.

Note que para P un poliedro finito con posible realizacién en TE,J’\, el tinico parametro a
controlar las dimensiones de la latiz, o alternativamente, de una regién fundamental para
A, pues las latices posibles son miiltiplos escalares de A1 0), A1,1,0) 0 A(1,1,1)- En otras
palabras, podemos suponer que A es alguno entre A(q 9,0, A(1,1,1) ¥ A(1,1,0) ¥ 10s interesa
encontrar valores posibles a € R tales que P tiene realizaciéon en aA. Llamaremos a tales
valores vdlidos.

Note que si P es finito, entonces existe un numero real o tal que para a > «ag el dominio
de Dirichlet Dir(aA) de aA contiene a P. En este caso, a es siempre un valor valido.
Intuitivamente, lo que tenemos es que T?fx es demasiado grande y la realizacién de P en ’JI‘?I"
se ve exactamente igual que la realizacién de P en E3.

Observe que éstos no son los tnicos valores, pues por ejemplo el octaedro regular con

coordenadas segtn la[tabla 1.1|tiene realizacién fiel en %A(LO,O) (figura 4.1)). En laftabla 4.1

damos los valores de g para cada uno de los poliedros finitos con coordenadas de acuerdo
alaftabla 1.1]y en [17] damos todos los valores validos en el intervalo (0, ap). Note que éste
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Figura 4.1: {3, 4}/%—/\(1,0,0)

P | Aaoo) | Axry | Ao
(3,3} | 2 2 2
(3,4} | 2 1 1
(4,3} | 2 2 2

Tabla 4.1: Valores de g para los poliedros finitos.

valor es el mismo para P y P”, de modo que tnicamente incluimos un poliedro por cada
par de Petriales.

Poliedros infinitos

Para los poliedros infinitos de E3 la situacién es muy distinta, ya que, como se men-
ciond antes, todos los poliedros realizados en ’]I‘i son poliedros finitos. Por esta razon, no
hay manera de tener realizaciones toroidales fieles de poliedros infinitos.

En virtud de la compacidad de ']I’?I’\, se requiere ademas que el conjunto de vértices de
P se parta en una cantidad finita de 6rbitas de A, pues de lo contrario la proyeccién al
cociente induciria una cantidad infinita de vértices en Ti. Si denotamos por T(P) al grupo
de traslaciones de P, la condicién mencionada se satisface siempre que A N T(P) tenga
indice finito en T(P), en particular si T(P) tiene rango 3, esto se satisface siempre que
A < T(P).

Ademss, si se desea que Pp tenga propiedades combinatorias locales similares a las de
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P A@1,00) Aa A0 (A(171)at3>
(4 [deN\{1} |de dv\ (1)) [de Jn\ 1)) | de N\ (1)

P (Ags6):t3) <A{3,6}, t3)
(3,6} | de N\ {1} | de3N
{6,3} | d € N\ {1} d € 3N

Tabla 4.2: Valores validos para los poliedros planos

P, una condicién natural es pedir que si dos vértices se identifican con A, entonces son
equivalente bajo traslaciones de T(P). Note que esto también se satisface si A < T(P).

Sin embargo, si A es demasiado grande en relacién con T(P) es posible que haya dema-
siadas identificaciones; por ejemplo, si T(P) actia transitivamente en los vértices de P,
como es el caso de {4,4}, y A = T(P) tendriamos que Pp tiene un sélo vértice, lo cual es
demasiado degenerado para que Pp sea un poliedro.

Con lo dicho hasta ahora se puede observar que para cada poliedro infinito P existen
una infinidad de poliedros P con propiedades combinatorias locales similares a las de P
realizados en Ti. Para aquellos poliedros cuyo grupo de traslaciones tiene rango 3, estas
realizaciones en Tff\ se obtienen reescalando P, o equivalentemente, reescalando A de tal
forma que A < T(P) y cuidando que en P no sea demasiado degenerado.

Para los poliedros regulares infinitos cuyo grupo de traslaciones no tiene rango 3, es decir,
los poliedros planos y mezclados de la forma Q#{ }, podemos pensar las latices invariantes
bajo Go(P) como latices de prismas con posiblemente mas puntos; ademas tenemos un
parametro d que controla el tamafio de la base del prisma y un parametro h que controla
la altura. Note que para los poliedros planos el pardmetro h es libre en el intervalo (0, c0).
En cambio, para los poliedros mezclados de la forma Q#{ } es libre en el intervalo (a, 00),

donde « depende de la realizaciéon de P (ver [seccion 1.2)).

En la se muestran los valores explicitos para el pardmetro d para los poliedros
regulares planos, con las condiciones discutidas anteriormente. Note que estos valores coin-
ciden con los dados por McMullen y Schulte en [I6, §1D] para los mapas en el 2- toro T2,
es decir, en el caso de los poliedros planos, éstos valores muestran mapas en T? encajados
en T3,

En la se dan valores explicitos para los parametros d y h para los poliedros
mezclados de acuerdo a las restricciones discutidas antes. Por simplicidad, en estas tablas
se supone que el parametro « tiene valor 1. La notacién de las latices es la obtenida de los
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P A10,0) Aaa1y A0 (A1,1):t3)
{4,4}#{} | d€2N, h>1 deN, h>1 deN, h>1 | deN\{1l}, h>1
deN\{1,2}, | de2(N\{1}),| de2N\{1}),
ooy | deon nea| TN (D) ()
h=2d (mod 4) | h € 4N h € 4N
P (Agz6),13) <A{3,6}7 t3)
{3,6}#{} | deN\{l}, h>1| de3N, h>1
{6,3}#{o0} | de€4dN, he 6N | de 12N, h € 6N
P (A(3,6):13) <A{3,6}a t3) (Agz6)tu) (Agz ), tu)
{6,3}#{ } | deN\{1}, h>1|de3N, h>1|deN\{1}, h>3 | deN\{1l}, h>3
P (Ays.6):t3) (A(s6).t3) (Ags 61 tu) (Ags 61 to)
de 3(N\{1}), | de 3(N\ {1},
{3,6}#{0} | d€ 3N, he 3N | de 3N, he 3N (NA{LD) (NAL1D)
h=d (mod9) | h=d (mod 9)

Tabla 4.3: Valores vélidos para los poliedros mezclados

teoremas 3.13| vy [3.18] a [3.20]

Finalmente, en la [tabla 4.4 se listan los grupos de traslaciones T(P) de los poliedros
infinitos puros P y los valores a para cada uno de los grupos latiz A tales que aA < T(P).

En la [figura 4.2] mostramos una realizacién del poliedro inducido por {4,6]|4} al hacer
cociente con el grupo 4A(y 1 1)-

Es importante senalar que a pesar de que aqui se han evidenciado muchos valores para
los parametros que controlan la geometria de las latices para cada uno de los poliedros,
éstos pardmetros no son todos. En [I7] se listan todos los valores posibles para dichos
parametros. Ademds, queda aun abierta la pregunta de si las realizaciones toroidales de
poliedros regulares consideradas en este trabajo son todas, es decir, si dado un poliedro
regular P realizado en Ti existe un poliedro regular (finito o infinito) Pgs realizado en
E3 tal que la realizacién de P viene inducida por la realizacién de Pgs y la proyeccién al
cociente mp : E? — Ti. El autor de este trabajo conjetura que la respuesta es afirmativa,
sin tener una demostracion al momento de la elaboracion del mismo.
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Poliedro P | T(P) A(1,0,0) A1) A0
{4,6]4} A a € 2N aeN a € 2N
{6,4]4} A1) a € 2N a€eN a € 2N
{6,613} | 2A1.1,0) a € 4N acdN | a e N\ {1}

{00,6}44 | Aaa a € 2N a €N a € 2N
{o0,4}64 | A a € 2N a€eN a € 2N
{o0,6}63 | 2A(1,1,0) a € 4N ac€dN | a e N\ {1}
{6,6}4 2A(1,0,0) | a €2(N\{1}) | a €2N a € 2N
{4,6}¢ 2M1,0,0) | a €2(N\{1}) | a € 2N a € 2N
{o0,3}®) 2A(1,1,1) a € 4N a € 2N a € 4N
{00, 3} | 2A(1 1) a € 4N a € 2N a € 4N
{6,4}¢ 2M1,0,0) | a €2(N\{1}) | a € 2N a € 2N
{o0,4}. 43 | Ay a € 2N a €N a € 2N

Tabla 4.4: valores validos para los poliedros puros
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Figura 4.2: {4,6[4} /4A(1 11
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